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RESUMO

O presente trabalho tem como tema a equacgéo geral das coOnicas e justifica-se como um texto
voltado a fornecer insights importantes a professores que irdo ensinar acerca desse tema e
também para outros interessados, € feita uma abordagem das tecnologias como aliada ao
processo de ensino aprendizagem. O objetivo geral é discutir todos os casos da equacdo geral
das conicas, tais como, Elipse, Hipérbole, Parabola e alguns casos particulares. Os objetivos
especificos incluem uma proposta de ensino baseada na Teoria Historico-Cultural de Vygostky
e na Teoria do Ensino Desenvolvimental de Davydov, utilizando o software GeoGebra como
uma  ferramenta  tecnologica  que auxilia  no processo de  ensino-
aprendizagem.Metodologicamente é uma pesquisa tedrica exploratdria embasada por pesquisa
bibliogréfica e de natureza qualitativa. O texto se constitui em uma contextualizacao historica,
capitulos especificos para tratar de cada caso com demonstracdes e exemplos, um capitulo
apresentando o GeoGebra e algumas de suas funcionalidades e por fim um proposta de ensino
das conicas. Os resultados demonstram a apropriacdo tedrica metodologica das teorias
abordadas. Conclui-se a partir desse estudo que o conhecimento especifico deve ser alinhado
as didadicas e metodologias de ensino. O texto encerra-se com a indicacdo dos procedimentos
para ensino das conicas e organizacdo do plano de ensino.

Palavras-chave: Conicas, GeoGebra, Teoria Histdrico-Cultural, Ensino Desenvolvimental.

ABSTRACT

The present work has as its theme the general equation of conics and is justified as a text aimed
at providing important insights for teachers who will teach about this topic and also for other
interested parties, an approach to technologies is taken as combined with the teaching-learning
process . The general objective is to discuss all cases of the general equation of conics, such as
Ellipse, Hyperbola, Parabola and some particular cases. The specific objectives include a
teaching proposal based on Vygostky Historical-Cultural Theory and Davydov Theory of
Developmental Teaching, using the GeoGebra software as a technological tool that assists in
the teaching-learning process. Methodologically it is an exploratory theoretical research based
on bibliographical and qualitative research. The text consists of a historical contextualization,
specific chapters to deal with each case with demonstrations and examples, a chapter presenting
GeoGebra and some of its features and finally a proposal for teaching conics. The results
demonstrate the theoretical and methodological appropriation of the theories covered. It is
concluded from this study that specific knowledge must be aligned with didactic and teaching
methodologies. The text ends with an indication of the procedures for teaching conics and
organization of the teaching plan.

Keywords: Conics, GeoGebra, Historic-Cultural Theory, Developmental Teaching.
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1 INTRODUCAO

O estudo das cbnicas € uma parte essencial da geometria analitica e da matematica em
geral. Essas curvas, que incluem caracteristicas especificas sdo denominadas, elipses,
hipérboles e parabolas, desempenham um papel fundamental em diversas areas, desde a fisica
e a engenharia até a astronomia e a biologia. Compreender a equacédo geral das conicas e suas
propriedades € um marco importante na formacdo matematica de estudantes e profissionais. No
entanto, ensinar esse contetdo de forma eficaz e envolvente pode ser um desafio.

O problema central que este trabalho busca abordar é: "*Como ensinar as cénicas com uma
abordagem metodoldgica, para além do ensino formal de aprendizagem? " E sabido que as
abordagens tradicionais de ensino muitas vezes resultam em desinteresse dos alunos e
dificuldade em compreender conceitos complexos. Portanto, é fundamental explorar
alternativas pedagogicas que tornem o processo de aprendizagem das conicas mais dinamico,
participativo e eficaz. Neste contexto, o presente trabalho adota uma abordagem investigativa,
fazendo uso do software educacional GeoGebra.

O GeoGebra é uma ferramenta poderosa que combina geometria, algebra, tabelas,
gréficos e calculos, permitindo uma exploracéo interativa de conceitos matematicos. A escolha
desse software como parte integrante da metodologia de ensino visa criar um ambiente de
aprendizagem ativo, no qual os alunos podem visualizar, manipular e experimentar com as
conicas de forma pratica e intuitiva.

O objetivo geral deste estudo é a apropriacdo tedrica a respeito do tema das conicas € a
criacdo de um meétodo de ensino baseado na teoria histérico cultural de Vasily Davydov e Lev
Vygostky, onde o GeoGebra atua como elemento potencializador no processo de mediacédo, na
relagcdo aluno-professor, visando a potencializacdo da zona de desenvolvimento proximal dos
alunos, e que promova o entendimento profundo dessas curvas e sua aplicacdo em contextos
diversos.

E notdrio que vivemos em tempos de grandes avancos tecnoldgicos, mas ao voltarmos
0 olhar para a educacdo dentro das escolas ha predominancia ainda de uma metodologia
tradicional de ensino. Durante muitos anos vivenciamos os modelos de aulas expositivas com
o professor sendo o transmissor de contetdo dentro sala de aula e o aluno atuando apenas como

receptor de conhecimento sem um papel ativo.
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Este trabalho ird apds um capitulo tedrico sobre as conicas propor um método de ensino-
aprendizagem deste conteudo onde o aluno é um sujeito ativo e também produtor do

conhecimento, fornecendo apoio para um futuro experimento didatico formativo.

2 UMA BREVE HISTORIA SOBRE AS CONICAS

Ao consultar os livros de histéria da mateméatica como Introducdo a Histéria da
Matematica de Howard Eves (2011), ou ainda. Historia da Matematica Carl Boyer, vemos que
0s estudos sobre as conicas comecaram com Menaecmo (a.C. 380-320 a.C.), amigo de Platdo e
discipulo de Eudoxo, que segundo Eves (2011) inventou as secc¢bes conicas, motivado pelo
problema da duplicacdo do cubo, isso por volta de 340 anos a.C. A obra de nivel mais avangado
foi precisamente a feita por Apol6nio de Perga (a.C.262-190a.C) que substituiu qualquer estudo
anterior.

O tratado sobre as Conicas certamente foi a obra-prima de Apoldnio e teve grande
influéncia no desenvolvimento da matematica. Devido fundamentalmente a este estudo sobre
as conicas ele era conhecido como o Grande gebmetra. Seccdes conicas € um estudo exaustivo
dessas curvas que supera completamente os trabalhos anteriores de Menaecmo, Aristeu e
Euclides sobre esse assunto. Para Eves (2011) apenas os primeiros sete dos oito livros chegaram
até nos, 0s quatro primeiros em grego e os outros trés numa traducdo arabe do século IX. Os
quatro primeiros livros, dos quais I, 11 e I11, supostamente se baseiam em trabalhos anteriores
de Euclides, tratam da teoria elementar genérica das conicas. Foi Apoldnio quem pela primeira
vez mostrou que a partir de um Unico cone é possivel obter as trés espécies de seccdes conicas,
apenas variando a inclinacdo do plano de sec¢do. Também provou gque o cone ndo precisa ser
reto. Finalmente substituiu o cone de uma sé folha por um cone duplo, sendo assim o primeiro

a reconhecer a existéncia dos dois ramos da hipérbole.
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Figura 1:Interseccdes gerando as Conicas

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.

Ap0s o periodo grego, O proximo gedmetra de peso a debrucar-se sobre os problemas das
conicas foi Pappus (300 — 350), na maior parte dos seus trabalhos referindo-se aos trabalhos de
autores anteriores. Suas compilacbes Coletanea e o Tesouro da Analise permitem o
conhecimento indireto e possiveis reconstituicdes de diversos dos trabalhos perdidos de
Euclides, como os Porismas e as Conicas, além do oitavo livro das Conicas de Apoldnio.
Nessas compilacOes aparece pela primeira vez a propriedade foco e diretriz das conicas,
atribuida por ele a Euclides, mas curiosamente ndo apresentada por Apoldnio, a principal
contribuicdo de Pappus, porém foi a discussdo do problema do lugar geométrico de trés e quatro
linhas e seus estudos posteriores para mais linhas, tal problema foi trabalhado por Apoldnio
para 3 e quatros linhas. Os matematicos arabes desempenharam um papel vital na preservacéo
e transmissdo do conhecimento sobre as conicas. Nomes como Al-Khwarizmi (780-850) e
Omar Khayyam (1048-1131) traduziram e comentaram as obras de Apol6nio, garantindo que
essas valiosas informacdes fossem transmitidas as futuras geragdes.

No século XVII, recuperando os textos de Pappus, Descartes debruga-se sobre o entdo
chamado “Problema de Pappus” e, incapaz de resolvé-lo de forma puramente geométrica,
desenvolve ideias da sua geometria analitica na solucdo e prova, na sua Geometria (1637) que
o0 problema de 4 linhas era redutivel a solucdo de uma equacao de segundo grau, tendo como
caso particular linear o problema de 3 linhas, enquanto para 5 linhas a solucéo era a de uma
equacdo de terceiro grau, ndo podendo ser resolvida por régua e compasso, assim como 0S
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problemas para mais linhas correspondiam a equacdes de graus superiores. Nascia assim a
correspondéncia entre as curvas e equacdes segundo o método cartesiano.

Ainda na idade média, durante o Renascimento Europeu, o estudo das cOnicas
experimentou um ressurgimento. Matematicos como Johannes Kepler (1571-1630) que aplicou
as conicas a astronomia, estabelecendo as bases para as leis do movimento planetario, que
descrevem com precisdo as Orbitas elipticas dos planetas, que até hoje sdo as mais precisas. O
estudo das conicas desempenhou um papel fundamental na evolugdo das geometrias ao longo
da histéria da matematica, e o livro de historia da matematica de Carl B. Boyer (1996) oferece
uma perspectiva valiosa sobre essas contribuicdes, e que sem os estudos das cOnicas o
surgimento das geometrias ndo-euclidianas seria algo dificil, as conicas deram embasamento
tedrico para o surgimento de varias vertentes como geometria projetiva, analitica e diferencial
e as geometrias ndo euclidianas, como a hiperbdlica.

3 DEFINICOES E TEOREMAS

3.1 Elipse

O metodo do jardineiro como aponta no livro de Jacir J. Venturi (2019) € uma maneira
interessante de construir uma elipse, veja. Um jardineiro cansado da rotina de construir jardins
comuns pretende construir um novo formato para um dos seus jardins, entdo para isso ele pega
duas estacas (A e B) e uma corda, entdo ele fixa as duas estacas no chdo a uma certa distancia

a.

Figura 2:Estacas a e b ligadas pela corda

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
Entdo ele amarra cada ponta da corda a uma estaca (C):
Figura 3: Corda ligada a estaca C

c

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
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Feito isso ele comeca a girar a estaca (C) entorno das estacas (A, B) sempre mantendo a corda
esticada, gerando o seguinte rastro:

Figura 4:rastro feito pela estaca C

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.

A figura gerada pelo traco da estaca no chdo é uma cénica, conhecida como elipse, e tem como
definicdo: o conjunto dos pontos P (X, y) do plano tais que a soma das distancias de P a dois
pontos fixos, F1 e F,, situados no mesmo plano, é a constante 2a, (sendo 2a > 2c).
(IEZZ1,2013).

d(P,F;) +d(P,F,;) = 2a

Elementos da Elipse

Analisando a elipse de forma analitica, a mesma possui elementos importantes e que precisam

ser definidos, considere a Elipse a seguir:

Figura 5: Elipse ao longo do eixo X

b2

Vi FEl D F2 V2

b1

I

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
Onde:

e D éocentro daelipse
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e F1eF2sdo os focos

e V1V2 €0 eixo maior

e bib, é 0 eixo menor

e 2béadistancia entre bie b
e 2c é adistancia focal

e 2véadistanciaentre Vie V»
Teorema de Pitagoras

Ainda utilizando a figura (5), podemos aplicar o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo
formado entres os segmentos a b e ¢, onde teremos a seguinte formula:

b? + ¢? = a?
Excentricidade

Dados esses elementos pertencentes a qualquer elipse ainda temos o conceito de excentricidade

representada pela letrae = 2 que nos diz a qudo “achatada” ¢ a elipse, quanto maior for o valor

da excentricidade, mais préximo de uma circunferéncia estara a elipse. Como o eixo maior a é
sempre maior que a distancia focal c, entdo ¢ < a, devido a isso o valor dessa divisdo sera

sempre um numero entre O e 1.

Equacdo de uma elipse

Toda elipse nesse padrdo pode ser escrita na formula z—i + Z—z =1, 0 eixo maior esta sobre o
eixo X. Para chegar a seguinte férmula passamos por alguns processos algébricos, tomemos
como premissa a defini¢do de distancia:
D (Fy, P) +D (F2, P) =2a, quando temos a elipse com centro na origem, temos que
Fa(c, a), Fi(-c,a) e P (x,y)
JE+0)Z+y2+/(x—c)2+y2=2a
subtraindo /(x — ¢)? + y2 e elevando ambos os termos ao quadrado temos:

(x+ )2 +y? =Qa—+(x—c)2+y?2)?

Desenvolvendo o quadrado da diferenga de dois termos:

x?+2cx+c? +y? =4a® —4ax—c?2 +y?2 +x% — 2cx + ¢ +y?

anulando os termos em comuns:

4cx — 4a® = —4a/(x — €)% + y?



4(cx — a2) = —4a/(x — ©)2 + y?
(cx—a%)? = a*((x— ) +y?)
c?x? — 2a%cx + a* = a?(x? — 2cx + ¢? + y?
c?x? + a* = a?x? + a%c? + a%y?
a4 _ aZCZ — (aZ _ CZ)x2 + aZyZ
a?(a? — ¢?) = (az —2)x? + a2y2
Pelo Teorema de Pitagoras podemos escrever a? — ¢ = b?, resultando em:
a?b? = b2x? + a?y?
bZXZ a2yZ
a’b? = a?b?

Finalmente temos a equacgédo conhecida como forma candnica da elipse.

1

X2 y2

a2+b2_

Equacédo de uma elipse com o eixo maior ao longo do Eixo Y

Toda elipse que tem o eixo maior ao longo do eixo Y terd a equagdo representa por:

2 2
X y
R

16
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Figura 6: Elipse com eixo maior ao longo do eixo y

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
Essa formula possui uma demonstragdo analoga a primeira e contém os mesmos elementos.

Translacao dos eixos coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais e seja 0 = (Xo, Yo) um ponto no plano.
Seja OXY o sistema cujos eixos OX e OY sdo paralelos aos eixos OX e OY e tém,
respectivamente, 0 mesmo sentido que estes eixos.
Sejam (x, ¥) as coordenadas do ponto P no sistema de eixos 0XY e (X, y) as coordenadas
de P no sistema de eixos OXY.
Entéo, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY 0XY sdo relacionadas por:
X=X+Xg

y=¥+Yo
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Figura 7: Eixo transladado

Y 1 |

i f,'————————————t_ja— --oP
o ﬁ"’ T '{"
() ol mp+T ';

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.

Elipse com reta focal paralela ao eixo OX

Como o centro 0 = (Xo, Yo) pertence a reta focal, temos que y =y, é a equacio cartesiana da
reta focal.
Além disso, como d(F1, 0) = d(F2, 0) = c, onde F1 e F2 sdo os focos da elipse, temos que
Fi=(xo — ¢, ¥0)eF2=(xo + ¢, ¥o)
SejaP =(x,y)=(x + xo, ¥ + y5) um ponto pertencente a elipse, onde x, y s&o suas coordenadas
no sistema OXY e X, y sdo suas coordenadas no sistema OXY, sendo este obtido quando o
sistema OXY ¢ transladado para a origem O = (x,, Vo).
Entdo, P pertence a elipse se, e somente se, d(P, F1) + d(P, F2) = 2a.
Donde vem:
d(&+x0,7 +¥0), (%0 = ¢,¥0)) +d((X+ X0, 7 +¥o), (X0 + ¢,¥0)) ¢ 2a
d(()‘(, y), (—c, O)) + d(()‘(, y), (c, O)) < 2a
%2 (x=%0)* | (y-yo)*

<2
ye o4 .
a—2+b—2— 1 indicando = + o2

Logo a forma canonica da equacdo da elipse com centro no ponto (Xo, Yo) € com eixo maior
paralelo ao eixo OX é:

< — %) _u\2
( 320) +(y bglO) =1, ondeb? =a%?—c?

Os focos sdo F1(xy — ¢, y,) e Fa(xo + ¢, yo), areta focal é y = y,, 0s vertices sobre a reta focal

sd0 A1(xy — a,y0) € Aa(xy + a,y,), a reta ndo focal é x = x, e 0s vertices sobre a reta ndo

focal séo Bi1(xq, yo — b) € B2(xp, yo + b).
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Figura 8:Elipse com eixos transladados

A I

T /]

=Y

W

yp = bt

o ITp—0 ITp—cC ) g+ Tp+a X

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.

No caso da reta focal paralela ao eixo OY sera analogo ao caso anterior.

Equacéo da elipse rotacionada

Uma elipse com eixo rotacionado apresenta 0os mesmos elementos de uma elipse comum,
portanto vamos determinar a equacao de uma elipse com os eixos rotacionados:

Seja os focos F1(1,2) e F2(-1,0), 0 eixo maior mede 6+/2.

Primeiro vamos determinar o centro da elipse, que no caso é o ponto médio de x e y.

(1—1 2+0

7 )c= oD

Como sabemos que 2a=6v/2, a=3v2 e 2¢ = d(F,, F,) temos:
JA+124+2-0)2=v/8=2V2

Portanto ¢ = /2.
Utilizaremos o teorema Pitagoras para determinar o valor de b.
b? + ¢? = a2
Substituindo os valores de a e ¢ temos:
(3v2)" = b% + (v2)°
18 =b% +2
b?=16,b=4e2b =8
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A partir dos valores encontrados conseguimos determinar a férmula dessa elipse utilizando a

definigéo de elipse. D(P,F1)+D(P,F2)= 6v2, vejamos:

JE=1D2+(y—2)2+(x+12+y2=6V2
(Vo074 G-27) =(6vZ-Gr D2 +52)
(x—1)2+(y—2)2=72—12\/_*(\/m)+(x+1)2+y2
X2 —2x+1+y2—4y+4=72—-12V2+J(x+ 12+ y2 + x> 4+ 2x + 1 + y2
12v2 * \/(x + 1)2 + y2 = 4x + 4y + 68, simplificando:

2
(3\/5*\/x2+2x+1+y2) =(x+y+17)2

18 % (x2 + 2x + 1 + y?) = x% + 2xy + 34x + y? + 34y + 289
18x2 + 36x + 18 + 18y? = x? + 2xy + 34x + y? + 34y + 289
17x% = 2xy + 17y% + 2x — 34y — 271 =0
Essa € a equacdo da elipse que estdvamos procurando, e percebemos que ela ndo se parece com
as que ja estdvamos trabalhando, principalmente pela presenca do termo misto 2xy.

Rotacédo de eixos

Ao estudarmos os livros didaticos do ensino médio, serdo poucos 0S casos em que
conseguiremos encontrar um capitulo destinado ao estudo de rotacdo de eixos, reservando tal
conteido para a graduacéo pois necessita de conceitos mais abstratos e técnicas um pouco mais
refinadas, mas a fim de contribuir para o ensino de matematica trago aqui uma breve abordagem
sobre a rotacao de eixos.

Ao analisarmos a elipse com eixo maior ao longo do eixo X, obtivemos uma equacéo da forma:
2 2
Xy
2t =t
E com eixo maior ao longo do eixo y, obtivemos uma equacao da forma:

XZ y2
b2t 1

Repare que as duas equagdes sdo bastante parecidas, mas ao analisar uma equacéo de uma elipse
com eixo rotacionado obtemos uma equagao totalmente diferente da equagdo costumeira de
uma elipse, 0 que causa grande espanto entre os alunos, vejamos uma equacdo de uma elipse
com eixo rotacionado:

4x% 4+ 2xy + 4y% =15
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O principal problema que enfrentamos ¢ colocado pelo chamado termo “misto” 2xy no caso
apresentado, pois quando esse termo esta presente ndo temos ideia de como identificar o grafico.
Esse termo ndo aparece nos casos anteriores pois em todos o0s casos escolhemos
cuidadosamente os eixos coordenados numa posic¢ao simples e natural, de modo que pelo menos
um dos eixos fosse paralelo a um eixo de simetria da curva em consideracdo. Para resolver este
tipo de problema precisaremos construir o instrumental necessario para efetuarmos uma rotagédo
arbitréria de eixos, comegcamos com o sistema Xy e giramos esses eixos no sentido anti-horario

de um angulo 0 para obter o sistema x’y’, como na figura a seguir:

Figura 9:Rotacéo de eixos

y
g P=(xy)=(X,Y)
6"
A X
Py
o
X y i
B X R Q X
0 . L

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
Um ponto P do plano terd entdo dois pares de coordenadas retangulares (x,y) e (x’,y’). Para

vermos como essas coordenadas estdo relacionadas, observamos, a partir da figura, que:
x=0R=0Q—-RQ=0Q-S50Q
= x' cosB — y’ senb
E
y=RP =RS+SP=QT+SP
= x' senB + y'cos6
Escrevendo essas equacdes juntas para melhor compreenséo.
x = x'cosB — y'sen®,
y = x'sen® + y'cos6

Elas recebem o nome de equacbes de rotagcdo de eixos, vejamos um exemplo para quando

2
tivermos um eixo com rotacao de 6=30°, entdo Sen 30°=1/2 e Cos 30°=§ , assim:

_ V3Bx! -y _ X +3yr
X=—" V=7
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No exemplo acima partimos de um angulo ja definido, mas chegamos a questdo de quando néao
sabemos qual o angulo girar para que possamos remover 0 termo Xy, como poderiamos ter
certeza de que uma rotagdo conveniente sempre removera o termo xy estando ele presente? E,
se assim for, como determinar um angulo de rotag&o conveniente?
Para isso retornaremos a equacao geral de segundo grau:
Ax?*+ Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0
Onde aplicamos a equagdo de rotagdo de eixos, por um angulo ndo especificado 6:
A(x'cos — y'senB)? + B(x'cos0 — y'senB)?(x'send + y’cos0) + C(x'send + y’cos0)?
+ D(x'cosB —y'senB) + E(x'senB +y'cos®) + F =0
Ao agruparmos os termos semelhantes nas novas varidveis, obtemos uma nova equacao cuja
forma é a mesma:
Ax"*+B'x'y' +C'y2+D'x' +E'y +F =0,
Onde os novos coeficientes estdo relacionados aos antigos por meio das seguintes férmulas:
A" = A cos?0 + B senb cosO + C sen?9,
B’ = —2A senB cosO + B(cos?0 — sen?0) + 2C sen8 cos6,
C' = A sen?0 — B senB cosB + C cos?8,
D' = D cosO + E senb,
E' = —D sen® + E cos6,
F'=F
Todas essas formulas sdo para determinar os coeficientes, mas de momento estamos
interessados em B’. Se comecarmos com uma equagdo geral do segundo grau:
Ax*+Bxy+Cy>*+Dx+Ey+F=0
em que o termo misto (Bxy) est4 presente, isto €, B # 0, entdo podemos determinar sempre um
angulo 0 de rotacdo tal que o novo termo misto seja eliminado. Para determinar um angulo
conveniente 0, fazemos simplesmente B’=0 em:
B' = —2A sen® cos0 + B(cos?0 — sen?0) + 2C senb cosh,
Obteremos os resultados com maior facilidade utilizando as féormulas do angulo duplo:
sen 20 = 2 sen® cosBO
cos 20 = cos?0 — sen?0
Para escrevermos B’ como:
B’ = B c0s20 + (C — A) sen26.

Entao B’=0, se escolhermos 6 de modo que
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A-C
cotg 26 = -

Como B+#0, é sempre possivel encontrar tal 6, além disso, ele pode ser escolhido no primeiro
quadrante, 0< 6< m/2.
Veja o exemplo abaixo onde temos uma elipse com eixos rotacionados onde encontraremos 0

angulo ideal de rotagéo para eliminarmos o termo misto:

Figura 10:Elipse com eixo rotacionado

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
Essa elipse tem como equagéo:
17x% — 2xy + 17y? + 2x — 34y — 271 =0
Ax*+Bxy+Cy>*+Dx+Ey+F=0

17-17 cos26

Pela férmula: cotg 26 = %. Obtemos cotg 26 = = 0, ou seja, = 0, donde vem

sen26

cos20 = 0, entdo 20 = 90° e 6 = 45°, indicando o angulo ideal de rotacdo para construcdo de
um sistema de coordenadas no qual a equacdo da elipse se apresenta sem o termo misto.
Assim, a equacao:
A(x'cos — y'senB)? + B(x'cos0 — y'sen0)?(x'send + y'cos0) + C(x'send + y'cos0)? +
D(x'cos® —y'senB) + E(x'sen® + y'cos6) + F = 0, quando dado os novos coeficientes se
apresenta da seguinte forma:
17(x'cos45° — y'sen45°)? + 2(x'cos45° — y'sen45°)?(x'sen45° + y'cos45°) +
17(x'sen45° + y'cos45°)? + 2(x'cos45° — y'sen45°) — 34(x'send5° + y'cos45°) —
271 =0.

Onde Cos 45° e Sen 45° ambos valem \/2—5 , resultando em:
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Desenvolvendo termo a termo:
A’ =17 cos? 45° — 2sen45°cos45° + 17sen?45°,A' = 16
C' = 17sen?45° + 2sen45°cos45° + 17 cos? 45°,C' = 18
D' = 2c0s45° — 34sen45°,D' = —16V2
E' = —2sen45° — 34c0s45°, E' = —18V2
F'=-271

Repare agora que conseguimos desenvolver uma nova equacdo em funcdo dos coeficientes

encontrados e sem presenca do termo misto:

16x'% + 18y'2 — 16V/2x' — 18V2y’ —271 =0

Figura 11:Elipse onde aplicamos a rotacéo de eixos

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
Por uma translagdo de eixos, agora conseguimos ‘“‘centraliza-la” na origem do nosso novo

sistema cartesiano, inicialmente o centro da nossa elipse era o ponto (0,1), como fizemos uma

~ . , 2 V2 ~ .
rotacdo de eixos em 45° nosso novo centro serd o ponto (\/2——,‘/2——), pela translacdo de eixos

explicitada no capitulo anterior temos uma nova equagdo em funcéo desse centro:
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ou em funcdo dos novos eixos

Resultando na seguinte imagem:

Figura 12: Elipse centrada no ponto (g,g).

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

3.2 Hipérbole
Uma hipérbole H de focos F1 e F2 € 0 conjunto do plano que consiste em todos os pontos P tais
que o modulo da diferenga das distancias a F1 e F2 é igual a uma constante 2a > 0, onde 2a

menor do que a distancia entre os focos 2c > 0. (IEZZ1,2013).
H = {Ptalque|d(P,F;) — d(P,F,)| = 2a}
0 <a<c;dF,F) = 2c

Elementos da hipérbole

e Os focos da hipérbole sdo F1 e F2

e A reta que contém os focos é nomeada de reta focal f:
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Figura 13:Reta focal da hipérbole

f

F1 F2
—e o—

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
e A interseccdo da hipérbole com a reta focal f origina dois pontos A: e Az, que S&0 0S
veértices da hipérbole. Onde que dado um ponto P € f-F1F; entdo P & H, se P pertence a
semirreta de origem F1 que ndo contém F» e d(P, F1) = x, entdo P & H, pois:
|d(P, F;) — d(P,F,)| = |[x — (x + 2¢)| = 2¢ > 2a.

Figura 14: Construgdo do veértice Al da hipérbole

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
E, se P pertence a semirreta de origem F> que ndo contém F1 e d(P, F1) = x, entdo P ¢

H, pois:
|d(P,F;)) — d(P,F,)| = |(x + 2¢) — x| = 2¢c > 2a.
Figura 15:Construcdo do vértice A2 da hipérbole

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
Considere agora que A1 € F1F> N H tal que d(4; ,F;) = xe0<x<c, temos a posi¢do
dos vértices da hipérbole em relacdo aos focos:

Figura 16:Posicao dos vértices da hipérbole

FA1 A AZ F2
—& @ @ @

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

Como d(F1, F2) = 2c, temos:
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|d(A1,F;) — d(Al, F,))| = 2a © |x — (2c — x)| = 2a © |2x — 2c| =
2a & 2c —2x =2a & x =c —a.

Logo, o ponto A de F1F», distante ¢ — a de F1, pertence a hipérbole. Da mesma forma,

0 ponto A de F1F», distante ¢ — a de F», pertence a hipérbole H.

e O segmento A1A; é denominado eixo focal da hipérbole e seu comprimento é d(A1, A2)

=2a.

e O ponto médio C do eixo focal A1Az é o centro da hipérbole. Este ponto é também o

ponto medio do segmento FiF. delimitado pelos focos:
A+ A B+ E
2 2
Figura 17:Centro da hipérbole C

—
s

—® @ @ @ @
F1 A A2 F2

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
Em que d(C,Fl) = d(C,Fz) = ce d(C,Al) = d(C,Az) = a

e Arreta f’, que passa pelo centro C e é perpendicular a reta focal f € a reta ndo focal da
hipérbole. Como f’ é a mediatriz do segmento FiF», a hipérbole ndo intersecta a reta
ndo focal f’, pois, se P € f”, temos:

|d(P,F,) — d(P,F,)| = 0 # 2a

Figura 18:Pontos do eixo néo focal
flp

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
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e O segmento BiB> perpendicular ao eixo focal que tem C como ponto medio e

comprimento 2b, onde h? = ¢? — a? , é denominado eixo ndo focal da hipérbole, e
Figura 19:Relacéo dos comprimentos a, b e ¢

B1
9
.
b e
F1 A1 C ... A2 F2
L B L = - B
B2

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

B e B2 sdo os vértices imaginarios da hipérbole.

e Onumeroe = gé chamado excentricidade da hipérbole. Note que e > 1, pois ¢ > a.

e O retangulo de base da hipérbole H é o retangulo que tem os pontos A1, Az, B1 e B>
como pontos médios de seus lados, e as retas que contém as diagonais do retangulo de
base da hipérbole H sdo as assintotas de H.

e Assintotas da hipérbole H sdo as retas que passam pelo centro da hipérbole e tem
inclinacdo + Z em relacdo a reta focal.

Figura 20:Retangulo de base e Assintotas da hipérbole

> Assiptotas <
B1
@

1 C A2
&

o
// B2
Retangulo de base

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

Pelo teorema de Pitagoras, as diagonais do retangulo de base da hipérbole H tém
comprimento 2c, e a distancia do centro de H a qualquer vértice do retangulo de base é
igual a c.

e Dizemos que uma hipérbole ¢é equilatera, se o comprimento do eixo focal for igual ao

comprimento do eixo ndo focal, isto €, a = b. O retédngulo de base de uma hipérbole
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equilatera é, na realidade, um quadrado. Em particular, as retas que contém as suas
diagonais, ou seja, suas assintotas, intersectam-se perpendicularmente.

e Duas hipérboles cujo eixo focal de cada uma é igual ao eixo ndo focal da outra sdo
denominadas hipérboles conjugadas. Como os retangulos de base de duas hipérboles
conjugadas sao iguais, elas ttm o mesmo centro, mesmas assintotas e os focos a uma
mesma distancia do centro.

e SIMETRIA: A hipérbole H é simétrica em relacdo a reta focal, a reta ndo focal e ao
centro, vamos verificar usando congruéncia de triangulos:

Em relacdo a reta focal observe que se P € H e P’ é o simétrico de P em relacdo a reta

focal, entdo:
AF,PQ = AF,P'Q e AFIPQ = AF,P'Q .
Em distancia, |F,P| = |F,P’| e |F;P| = |F,P’|. Logo,
2a = |d(P,F,) — d(P,F,)| = |d(P',F,) — d(P',F,)| = P' € H.

Figura 21:Simetria da hipérbole em relacéo a reta focal

P
®
F AT c A2 F2 1Q
—iP L * L 3 O
i
P

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

Vejamos agora a simetria em relacdo ao centro da hipérbole, se P € H e P” € 0 simétrico

de P em relacdo ao centro, entdo:
APCF, = AP"'C F, e AF,CP = AF,CP"
De modo que, |F,P| = |F,P"| e |F,P| = |F,P"|. Entéo,
2a = |d(P,F,) —d(P,F,)| =|d(P",F,) —d(P",F))|=>P"€ H
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Figura 22:Simetria em relacdo ao centro da hipérbole

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

O ultimo caso de simetria em relacdo a reta ndo focal, seja P € H e P’ é o simétrico de P em
relacédo a reta ndo focal, ou seja:

APOF, = AP"'O F, e AF,0C = AFOP"" .
Em mddulo, |F,P| = | F;P""| e |F1P| = |F,P""|, resultando em:
2a = |d(P,F,) —d(P,F,)| = |d(P"",F,) —d(P"',F))| = P"" € H

Figura 23:Simetria da hipérbole em relacéo a reta ndo focal

P i::: p
o ¥ ®
’ ™
# L
+ LN
# ~
# ~
- \

# »
R S T [ A2
@ L @ L &
F F2

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

Equacao da hipérbole

Primeiro vamos desenvolver com a reta focal sendo o eixo x e a reta ndo focal sendo o eixo y.
Neste caso:
Fi(—c,0),F,(c,0),A:(—a,0),4, (a,0),B,(0,—b) e B,(0,b).
P =(xy) € He |dP,F,) — d(P,F,)| = 2a
d(P,F,) — d(P,F,) = 2a (Ramo direito de H) ou
d(P,F;) — d(P,F,) = —2a (Ramo esquerdo de H)

J@ + 02+ y2— J(x — c)2+y? = 2a (Ramo direito de H) ou
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J&x + 02+ y2— J(x — ¢)2+y2 = —2a (Ramo esquerdo de H)
Desenvolvendo para o ramo direito temos:
JE+o)?2+y2-J(x—c)2+y2=2a
(x+ )2 +y2 = 2a ++/(x — ©)? + y?)?
x242cx +c2+y2 =4a? + 4ax — 2 + y2 +x% — 2cx + c2 + y?
4ex — 4a? = 4a[(x — ©)? + y?
4(cx — a?) = 4a\/(x — )2 + y?

(cx —a®)? = a?((x — ¢)? + y?)

c?x? —2a%cx + a* = a?(x* — 2cx + 2 + y?)

c?x? + a* = a’x? + a’c? + a?y?
a?c? — gt = (Cz _ aZ)xZ _ azyz
a2(cz _ aZ) — (Cz _ aZ)xZ _ azyz
Pelo teorema de Pitagoras temos que b? = ¢ — a?
a?b? = b2x? — a?y?
Onde temos a forma canénica da hipérbole:

xZ yZ
2 ol

As assintotas dessa hipérbole sdo as retas que passam pela origem (centro) e tém inclinacdo

b ~ . , . b .
+ —em relacdo ao eixo—OX (reta focal). Logo as assintotas sdo as retas y = + ~ X, OU seja,

bx — ay = 0 ebx + ay = 0. Partindo dessas equacdes podemos explicar o porqué do

nome assintotas, utilizando a nocdo de distancia entre um ponto e uma reta, seja 0 ponto

P(x,y) € a hipérbole H entdo vale a seguinte relacdo mostrado acima a?b? = b?x? — a?y?,

agora seja a equacgdo da assintota A+, bx — ay = 0, a disténcia entre o ponto P e a reta A+ é

|bx—ay|
Vit a

_ |bx—ay| |bx+ay|
Vb? + a? |bx+ay|

B |b2x2 —a’y? | 1

Vb? + a? |bx+ay|

d(P,A,) =
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_a’b? 1
Vb? + a? |bx+ay|

Logo podemos dizer que d(P,A,) — 0, sempre quando x — Foo ey — F0o, essa mesma

andlise pode ser feita para a assintota de equagdo bx + ay = 0ou A

Representacdo da hipérbole:

Seja a hipérbole da forma:

xZ yZ
2 ol

Seu eixo focal ou eixo maior é correspondente ao eixo X, e possui a seguinte imagem em

vermelho:
Figura 24:Hipérbole ao longo do eixo X

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

Para representarmos a equacao de uma hipérbole com eixo focal ao longo do eixo OY, usamos
0s mesmos métodos da demonstracdo anterior, mas no caso o foco da hipérbole estara sobre o
eixo QY da seguinte forma:

F; (0,—¢), F5(0,¢),A1(0,—a), A, (0,a), B;(—b,0) e B, (b, 0).

Anélogo a demonstracdo anterior chegamos a seguinte equacao:

y2 x2

a? b2

e possui a seguinte representagcdo em vermelho:

1
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Figura 25:Hipérbole ao longo do eixo Y

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

Hipérbole com reta focal paralela aos eixos coordenados

Utilizaremos o mesmo caso de translacdo de eixos que foi utilizado para elipse.
SejaP (x + xo,¥ + yo) um ponto pertencente a hipérbole,onde x =% + xpe y=y +
¥, que sdo suas coordenadas no sistema OXY , e X, ¥ sdo suas coordenadas no sistema 0XY,
obtido quando o sistema OXY ¢ transladado para a origem 0 = (x0,y0). Onde P pertence a
hipérbole se, e somente se:
|d(P,F;) — d(P,F,)| = 2a,ousegja:
|d((x + x0,y + y0),(x0 — ¢,y0)) — d((x + x0,y + y0),(x0 + ¢,y0))| © 2a
|d((x,¥),(=¢c,0)) — d((X,¥),(c,0))| < 2a
=2 52

x- Yy

@ pz 1

Entdo a forma canénica da hipérbole com centro no ponto (x,,y,) € a reta focal paralela ao
eixo X é

(=x)® _ =vo)® _ 4
a? b2

e Osfocossdo F; = (xo — ¢,y9)€F2 = (x9 + ¢,¥0)
e Aretafocalé f: y =y,

e Osvérticessdao A; = (xo- a,yp) A2 = (xo + a,y,)
e Aretandofocalé f:x = x,

e Os Vvértices imaginarios sdo B; = (xo,¥9 — b) e B, = (x¢,y9 + b)
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e Asassintotas sdo as retas (y — y,) = i%(x — Xp), OU seja,

b(x — x0) —a(y —¥) = 0eb(x — x) + a(y —yo) =0
Figura 26:Hipérbole com reta focal paralela ao eixo X

1
I
1
I
1
]
I
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1
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I
1
1
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1
I

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

De forma analoga teremos a hipérbole com a reta focal paralela ao eixo QY, representada pela
equacao:

(y=y0)*  (x=x0)> _
iy =1.

Figura 27:Hipérbole com reta focal paralela ao eixo Y

Y

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
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Aplicacao de rotacdo de eixos para a Hipérbole

Como apresentamos anteriormente construimos um aparato onde conseguimos eliminar o termo
misto de uma equacdo de uma coOnica que estd com eixo rotacionado, de modo analogo
repetiremos 0 processo, SO que agora para equacdo de uma hipérbole que estd com eixo
rotacionado, seja a hipérbole representada pela equacdo 2x2 + 4+/3xy — 2y? =8, cuja
representacdo grafica é a seguinte:

Figura 28:Hipérbole com eixo rotacionado.

|

—5 1

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
Repare que procuramos um angulo ideal 6, para que fagamos uma rotacéo de eixos, de modo

com que a reta focal da hipérbole coincida com um dos eixos coordenados, conforme imagem
a sequir:

Figura 29:Angulo 6 procurado para a rotago de eixos

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
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Para determinar qual deve ser o angulo utilizado vamos relembrar a equacéo geral das conicas
e compara-la com a equacao atual:
Ax?>+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0
2x% + 4V3xy —2y? =8
Repare que os valores dos coeficientes s&0 A = 2,B = 4v/3,C = —2 e F = —8, 0s demais
coeficientes ndo estdo presentes nesse exemplo. O nosso interesse é fazer com que B seja 0,

eliminando assim o termo misto, utilizando da férmula:

cotg 20 = %.
Substituindo os valores temos:

cotg 26 = ﬂ

43

cotg 20 = i

43

_ 1
cotg 20 = ﬁ
cotg 20 = \/?§

O angulo ideal 6 ¢é 30°.
Basta agora encontrarmos os novos coeficientes A’ e C' em relacéo ao angulo de 30°, para isso
utilizaremos das seguintes equacdes ja desenvolvidas anteriormente:
A’ = A cos?0 + B senB cosB + C sen?0
C' = Asen?0 — B senb cosO + C cos?0
F'=F
Vamos desenvolver primeiro para o A’, substituindo os valores temos:

A" = 2 c0s230° + 43 sen30° cos30° — 2 sen?30°

, .3 V3 1
A =ZZ+4\/_*T _E
6 12 1
A=3t772
. 6+12-2
D
A =4

Vamos desenvolver agora o coeficiente C':

C' = 2sen?30° — 4/3sen30°c0s30° — 2 cos230°
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, 1 V3 6
=g 43—
, 1 12 6
C=T T
. 2-12-6
C=—
C'=—-4

Ja possuimos agora todos os coeficientes necessarios para determinar a nova equacao da
hipérbole com eixos rotacionados sdo eles A" = 4,C' = —4 e F' = 8, a nova equacao entdo
tera o seguinte formato:

4x?> —4y?> +8 =0, dividindo ambos os lados da equacdo por -8 temos,

x2  y?
_ 4+ =1
2+2

Esté é uma equacdo familiar de uma hipérbole com eixo focal coincidente com o eixo X e possui
a seguinte representacdo grafica:

Figura 30:Hipérbole com equacao simplificada

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

3.3 Parabola

Sejam D uma reta no plano e F um ponto no plano néo pertencente a D. A parabola P de diretriz
D e foco F € o conjunto que consiste de todos os pontos P do plano, equidistantes do ponto F e
dareta D, (IEZZI,2013).
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P={P|d(P,F)=d(P,D)}
Elementos da parabola
e O ponto F éofocoearetaD é adiretriz da pardbola.
e A reta L que contém o foco e € perpendicular a diretriz D é chamada reta focal da

parabola.

e O veértice da parabola é o ponto V da reta focal, equidistante de F e de D. em que V €

P.
e Se A éoponto onde D intersecta L, entdo V € o ponto médio do segmento AF, ou seja:
V—A+F
2

e Ondmero 2p = d(F,D) é o parametro da pardbola. Note que d(V,F) = d(V,D) =

p.
Figura 31:Posicéo do vértice em relagdo ao foco e a diretriz da parébola

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
Equacédo da Parabola

VVamos desenvolver primeiro com a reta focal coincidente com eixo vy, isto €, o foco esta sobre
0 eixo Y, e a diretriz é paralela com eixo x, de modo que o vértice coincida com a origem do
nosso sistema cartesiano, entdo 0s pontos sao:
V =(0,0),F=(0,P),D:y=—P
Seja P um ponto (x, y) arbitrario que pertenca a parabola, pela defini¢cdo temos que:
d(P,F)=d(P,D)

Calculando esta distancia com as coordenadas dos pontos:
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Va2 +(y—p)? =|y+p|
x>+ (y-p)?=U+p)?
x? +y? = 2py +p* =y® + 2py + p?
Eliminando os termos semelhantes na igualdade temos:
x? = 4py
Esta é a forma canénica de uma parabola que tem, o foco sobre o eixo y e acima da diretriz
paralela ao eixo X, dizemos costumeiramente que a concavidade esta voltada para cima, sua

imagem é:

Figura 32:Parabola x?=4py

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
A pardbola em que o foco fica situado abaixo da reta diretriz, tem demonstracdo analoga a

anterior e possui a seguinte equacao:
x? = —4py
Sua imagem é:

Figura 33:Parabola x2=-4py

(0.p)

? °

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023
Vamos desenvolver agora a equacdo de uma parabola com eixo focal coincidente com eixo X,

isto é o foco F estd sobre o eixo X e a reta diretriz é paralela ao eixo Y, onde o vértice da

parabola coincide com a origem do sistema cartesiano, 0s pontos agora sao:
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V =(0,0),F=(P,0),D=y=-P
Utilizando novamente da definigdo de parabola, seja P um ponto (x, y) arbitrario que pertenca
a parabola, temos que:
d(P,F) =d(P,D)

Calculando esta distancia com as coordenadas dos pontos:

Vex—p)?+y? =|x+p|

(x—p)?+y*=(x+p)?

x% = 2px + p? + y? = x% + 2px + p?

Eliminando os termos semelhantes na igualdade temos:
y? = 4px
Esta é a forma canbnica de uma parabola que tem, o foco F sobre o eixo x e a direita reta da
diretriz paralela ao eixo X, dizemos costumeiramente que a concavidade esta voltada para cima,
sua imagem é:

Figura 34:Parabola y2=4px

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

A parabola em que o foco fica situado a esquerda da reta diretriz, tem demonstracao anéloga a

anterior e possui a seguinte equacao:

2

y© = —4px
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Figura 35:Parabola y%=-4px

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

Parabola com vértice fora da origem V = (x0, y0) e reta focal paralela ao eixo—OY

Para obtermos a forma candnica da parabola de veértice no ponto V = (x,, y,) € reta focal
paralela ao eixo OY, considere um sistema de coordenadas OXY , com origem 0 =V = (Xo, Yo)
e eixos OX e OY paralelos e de igual sentido aos eixos OX e QY, respectivamente. Uma
ilustracdo é dada na Figura 6, na sessdo sobre translacdo de eixos.

Sabemos que a equagdo da parabola no sistema de coordenadas 0XY é ¥2 = 4py. onde, neste
sistema de coordenadas, o focoé F = (0,P),oVérticeéV = (0,0);adiretrizéD: y = —p

earetafocal ¢ x = 0. Como:

< >
[
< Xl
+ +
< >
o o



42

temos que a equacdo da parabola no sistema OXY é: (x — x¢)? = 4p(y — yo)-
Figura 36:Parabola X2 = 4py

P-=-=-=-====
-

<

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023

Ja no sistema convencional OXY o foco e F = (Xq,yo + p); 0 veértice é V = (Xo, Yo); a diretriz
éD = y=y,+pearetafocal é x = x,.

A parabola no sistema de coordenadas OXY em que o foco fica abaixo da reta diretriz tem a
equacdo x? = —4pjy. Além disso, neste sistema de coordenadas, o foco é F = (0,—P); 0
vérticeé V = (0,0); adiretrizé D: y = p e aretafocal é x = 0, ou seja:

(x — x0)? = —4p(y — o).
Figura 37:Pardbola ¥ = 4py

- e o ==

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
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Além disso, no sistema de coordenadas OXY, o foco é F = (x,, Yy, — p); 0 Vértice € V = (Xo,
Yo); adiretrizé D = y =y, + pearetafocal é x = x,

Da mesma forma conseguimos fazer o desenvolvimento da equacdo de uma parabola que tem
a reta diretriz paralela ao eixo y, onde no sistema OXY sua equacdo é y2 = 4px. Neste
sistema de coordenadas, o focoé F = (p,0); 0 vérticeé V = (0,0); adiretrizéD = x = —p
e areta focal € y = 0 .Em que a equacdo da parabola no sistema OXY é:

(= yo)? = 4p(x — Xq).
Figura 38:Parabola y? = 4px.

-

.---.-.'--.+.----. ...............

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
no sistema de eixos OXY, a pardbola tem foco F = (x0 + p,y0), vértice V = (x0,y0),
diretrizD x = x0 — peretafocal y = y0.
Para a equacao da parabola onde o foco fica situa a esquerda do eixo y, temos a equagao como
y? = —4px.0Ondeofocoé F = (—p,0); 0 vérticeéV = (0,0);adiretrizé D = x =pea

reta focal é y = 0 .Em que a equacao da parabola no sistema OXY. Tem como representacao:
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(v — yo)? = —4p(x — Xo).
Figura 39:Parabola y? = —4px.

_ [
o [
@ i @

:
[ |
[
[ |
[ |
1
[ |
1

F v

-------- '.----——’--—---.-—--—-——-—-—

:
[ |
1
[ |
1
[|
1
[
[ |
[
i
l D
1

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
no sistema de eixos OXY, a parabola tem foco F = (x, — p,y), Vértice V. = (xq, ¥o),

diretrizD x = xq + peretafocal y = y,.

Aplicacao de rotacdo de eixos para a Parabola

Apropriando-se novamente da teoria explicitada em capitulos anteriores, onde
construimos um aparato onde conseguimos eliminar o termo misto de uma equacao de uma
conica que estd com eixo rotacionado, de modo analogo repetiremos 0 processo, s que agora
para equacdo de uma parabola que estad com eixo rotacionado, seja a parabola representada pela

equacdo x2 + 2xy + y2 — x + y + 1 = 0, cuja representacdo grafica é a seguinte:



Figura 40: Pardbola com eixo rotacionado

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
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Repare que procuramos um angulo ideal 6, para que facamos uma rotacéo de eixos, de modo

com gue a reta focal da Parabola coincida com um dos eixos coordenados, conforme imagem a

sequir:

Figura 41:Angulo 0 ideal para a rotacdo de eixos

¢ =1

-2 4

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
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Vamos fazer uma comparagdo da equacao dessa parabola com a equacdo geral das conicas:
Ax?+ Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0
x2+2xy+y?—x+y+1=0
Os valores dos coeficientes sdo A=1,B=2,C=1,D=—-1,E=1eF =1. O nosso
interesse é fazer com que B seja 0, eliminando assim o termo misto, utilizando da formula:

A-C

cotg 26 = -

Substituindo os valores temos:

1-1
cotg 26 = ——

NI N

cotg 20 =

cotg20 =0
O angulo ideal 6 é 45°. Pois:
cotg2+45°=0
cotg 90° =0
Restando agora encontrarmos os novos coeficientes A’, C', D', E' e F' em relagdo ao angulo de
45°, para isso utilizaremos das seguintes equac@es ja desenvolvidas anteriormente:
A" = A cos?0 + B sen8 cosB + C sen?0
C' = Asen?0 — B senf cosO + C cos?0
D' = D cos0 + E senb,
E' = —D sen® + E cos6,
F'=F
Desenvolvendo para A":

A" = 1c0s?45° + 2 sen45° cos45° + 1sen?45°

Como o Sen e Cos de 45° sdo iguais, Sen45° = Cos45° = \/Z—E
, 1 N2 V21
d=gteg oty

;1 1
A:§+1+§
A =2

Coeficiente C':
C' = 1sen?45° — 2 sen45° cos45° + 1 cos? 45°



1 V2 N2 1
C’:——Z—*_+_
2 2 2 2
C’—1 1+1
2 2
C'=0

Coeficiente D':

D' = —1 cos45° + 1 sen45°
\/§+ V2
2 2
D'=0

D' =

Coeficiente E':
E' = —(—1)sen45° + 1 cos45°

VI V2
“2 v

El

Coeficiente F' = F

Portanto nossos novos coeficientes sdo A’ = 2,C' = 0,D' = 0E' =+/2

Nossa nova equacdo sera do seguinte formato:

2x2+V2y+1=0
Essa equagdo € representada no plano Oxy pela seguinte imagem:



48

Figura 42:Parabola 2x2 + /2y +1 =0
1

-2 -1 0 1 2

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
E claramente uma Parabola com concavidade voltada para baixo, e o foco pertence ao eixo'y, e

a reta diretriz é paralela ao eixo x.

34 Casos Particulares e Discriminante

Retornando a equacdo geral das coOnicas e admitindo que por uma rotacdo de eixos
eliminamos o termo misto B, 0 que ndo nos causa perca de generalidade. Portanto estamos com
uma equacao geral da seguinte forma:

Ax*>+Cy*+Dx+Ey+F =0
A partir dessa equacdo conseguimos determinar quatro casos e ter certeza de que nao ha outros,
S80 esses €asos:
Uma Circunferéncia, se A = C # 0. Em casos particulares, pode ser um Unico ponto ou 0
conjunto vazio.
Uma Elipse, se A e C sdo ambos positivos ou ambos negativos, e A # C. Novamente, em casos
particulares, o grafico pode ser um Gnico ponto ou o conjunto vazio.
Uma Hipérbole, se A e C tém sinais opostos. Em casos particulares o grafico pode ser um par
de retas concorrentes.
Uma Parabola se A =0 ou C = 0, ambos ndo podem ser 0. Em casos particulares o grafico

pode ser uma reta, duas retas paralelas ou o conjunto vazio.
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De outro modo podemos observar essas classificacdes pelo Discriminante:
B? — 4AC < 0, para circunferéncias e Elipses,
B? — 4AC = 0, no caso de Parabolas,
B2 — 4AC > 0, para hipérboles.
Como evidenciado anteriormente estamos trabalhando com uma conica que por uma rotagéo de
eixos eliminamos o termo misto Bxy, seja ela representada por:
Ax*+C'y*=1
Conforme os casos acima suponhamos que A’ # C', ambos positivos, A'=4e(C =1 ,
portanto B2 — 4ac < 0, ficamos com a equacéo caracteristica de uma elipse:
4x? +y%2 =1
No caso de ambos os coeficientes serem negativos ndo ocorre, pois, dois nimeros negativos se
somados o resultado ndo sera igual a 1.

Mas no caso quem 0s sinais sao opostos, teremos como resultado uma hipérbole, como exemplo

os coeficientes A’ = —4 e C' = 1, resultando em:
—4x?2 +y2 =1,
ouA'=4eC' =-1
4x% —y2 =1.
Examinando a agora a possibilidade de um desses coeficientes serem iguais a 0, teremos 0s
seguintes casos em que, A’ = —4e C' = 0.
—4x?2 =1
x? = _%}

Onde isso néo é possivel, resultando no conjunto vazio. Onde A’ = 4 e C' = 0, teremos:

4x% =1
x2 =1

4
=3

O que resulta em um par de retas concorrentes.
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4 PROPOSTA DE ENSINO

Para elaboracdo dessa proposta de ensino tivemos como orientagdo a teoria Historico-
Cultural de Lev Vygotsky e a Teoria do Ensino Desenvolvimental de Vasily Davydov, ambas
oferecem uma perspectiva Unica para analisar como o conhecimento matematico é adquirido e
internalizado pelos individuos. Ela destaca a importancia do ambiente sociocultural e das
interagBes sociais na construgdo do conhecimento matematico.

Ao mesmo tempo, as Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacdo (TDIC) tém
potencializado a forma como exploramos e comunicamos ideias matematicas, tornando-as uma
ferramenta poderosa no processo de aprendizado.

Na perspectiva da teoria histrico-cultural, as (TDIC) podem contribuir na aprendizagem
de conceitos cientifico. Esta proposta de ensino investiga como a combinacdo da Teoria
Histdrico-Cultural e as TDIC - podem enriquecer nossa compreensdo da construgdo do conceito
das conicas.

Ao explorar o desenvolvimento historico das conicas, desde as contribui¢cbes dos
matematicos gregos até as aplicacdes contemporaneas em ciéncia e tecnologia, analisamos
como as interacdes culturais moldaram e continuam a moldar nosso entendimento dessas
curvas. Ao realizar uma analise abrangente das abordagens teoricas e préaticas envolvidas na
construcdo do conceito das conicas, pretendemos oferecer insights valiosos para educadores,
estudantes e pesquisadores interessados na intersecdo entre educacdo matematica e tecnologia.

Ao final, esperamos contribuir para a ampliacdo do conhecimento matematico e
aprimoramento das estratégias de ensino-aprendizado neste campo fundamental da matematica,
apresentaremos na proxima sec¢do, o software ao qual podemos utilizar para contribuir com o
desenvolvimento das aulas e desenvolver nossa proposta de ensino, ao buscar 0os conceitos

cientificos.
4.1 O GeoGebra

O GeoGebra é um software com finalidades didaticas para ser utilizado em situacdes de
ensino-aprendizagem de mateméatica. Com ele é possivel realizar célculos aritméticos,
algébricos e utilizar mdaltiplas representagdes graficas de objetos matematicos. Markus
Hohenwarter da Universidade de Salzburgo foi quem idealizou o projeto do software GeoGebra
e € um de seus principais desenvolvedores em conjunto com Yves Kreis da Universidade de

Luxemburgo. Os desenvolvedores do GeoGebra permitem que ele seja baixado do site oficial
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(www.geogebra.org) e instalado em computadores com sistemas operacionais diversos, € um

software gratuito e muito dinamico.

Ao inicializar o GeoGebra nos deparamos com a seguinte interface:

Figura 43:Interface Inicial

€} |Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
0 [ ) @ D)l N e x| 2] mover 00
= Janela de .i'.lgehm = | = Janela de Visualizagio -
1| E]~ L
1 | | B
, a0
-5 - -3 -2 -1 i 1 3 4
-14
-3
@ -Enfrada: o 'E'

Fonte: Geogebra.org/2023

1. Barra de Menus: A Barra de Menus disponibiliza opg¢Oes para salvar o projeto em
arquivo (.ggb) e para controlar configuracdes gerais

2. Barrade Ferramentas: A Barra de Ferramentas concentra todas as ferramentas Uteis para
construir pontos, retas, figuras geométricas, obter medidas de objetos construidos, entre
outros. Cada icone dessa barra esconde outros icones que podem ser acessados clicando
com 0 mouse em seu canto inferior direito.

3. Janela de Algebra: Area em que é exibida as coordenadas, equacdes, medidas e outros
atributos dos objetos construidos.
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4. Entrada Campo: de entrada para digitacdo de comandos.

5. Janela de Visualizacdo: Area de visualizagdo grafica de objetos que possuam
representacdo geométrica e que podem ser desenhados com o mouse usando icones da
Barra de Icones ou comandos digitados na Entrada.

6. Lista de Comandos: Listagem de comandos predefinidos. Entre eles ha comandos

relacionados aos icones da Barra de Ferramentas.

No canto superior esquerdo temos algumas ferramentas nomeadas da seguinte forma:

Figura 44:Ferramentas do GeoGebra

Pontos Angulos ¢ medidas
Linhas retas { Transformagdes
Posicles relativas Especials
p— . - . . -
»
A 3 L] - .. \. o - - *
E 3 a=4 -

[‘\" o . > . » o é‘ o ABC —— -
. 2 . . . . -

Manipulacio COnicas Exibicdo

Formas circulares ‘ Lontroles
Poligonos

Fonte: GeoGebra.org/2023

Para cada uma dessa ferramentas, exceto a primeira que € o icone de manipulagdo, temos uma
série de ferramentas ocultas, bastando um clique para selecionar e abrir as demais ferramentas,

vejamos para a ferramenta conicas:

Figura 45: Ferramenta/Conicas

@ GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

% )AL B OS] £ =] )
] JaneladeAIgebra X | » Janela ’/_—;‘) Elipse
;\'.— Hipérbole
\Q“\ Parabola
O Cénica por Cinco Pontos
|

Fonte: GeoGebra.org/2023
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Para construirmos uma conica no GeoGebra temos diversos caminhos, seja fornecendo no
campo de entrada uma equacéo, ou selecionando no campo de ferramentas a conica desejada,
esse modelo de construcdo serve para qualquer forma geométrica. Vejamos a construcdo de
uma elipse pelo campo de ferramentas, primeiro vamos até a se¢do de ferramentas cénicas e

depois selecionamos elipse, conforme imagem abaixo:

Figura 46: Construcéo da elipse

€ GeoGebra Classic - b
A S SNC ) EPANNEIES Q=
+ Gj Elipse T é

.1-‘— Hipérbole
\‘ Parébola 2

O Conica por Cinco Pontos

-2 -8 -7 -5 -5 -4 -2 -2 -1 0 1 2 3 1 5 [] 7 2 e

Elipse

AJUDA -8

Selecione dois focos e, depois, um ponto da elipse

Fonte: GeoGebra.org/2023

Ao clicarmos no icone de elipse, aparecera uma mensagem no canto inferior esquerdo com as

instrucdes de como proceder para a construcdo da elipse:

Figura 47:Mensagem de instrucdo

Elipse

Selecione dois focos e, depois, um ponto da elipse

Fonte: GeoGebra.org/2023

Apos selecionarmos os pontos na janela de visualiza¢do, temos o surgimento da elipse, ird
depender da distancia dos pontos que selecionou como foco e também do ponto pertencente a
elipse:
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Figura 48: Elipse

€2 GeoGe

brs Cla -

B o @04 N = e Sc Q=
A = Ponto(EixoX) =N 2 EC
= (2.0 ® 5
B = Ponto(EixoX) : <
= (2.0) ® c :
C = Ponto(EixoY) H A B
= (0,2) ® % B 7 % 5 - 2 1 o 1 2 3 3 5 3 7 3 9
¢ : Elipse(A, B, C) H T /
=12+ 22=8

+ E

Jo)

Fonte: GeoGebra.org/2023

Repare que no canto esquerdo do software na janela de algebra j& temos a coordenadas dos

pontos selecionados e também a equacdo que representa nossa elipse.

Figura 49: Janela de algebra

— A = Ponto(EixoX) =AY
I\_/I

= (-2, 0) @
. B = Ponto(EixoX) :
If H\I
p—

= (2, 0) @
i C = Ponto(EixoY) :
I/ -\\I
o

(0.2) ®

c : Elipse(A, B, C)

= 12+ 2y =8

Fonte: GeoGebra.org/2023
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Agora que 0 GeoGebra foi devidamente apresentado, conseguimos avancar na nossa proposta

de ensino.

4.2 A Teoria Historico-Cultural e a Teoria do Ensino Desenvolvimental aplicada ao

ensino.

A questdo fundamental gira em torno de como podemos ensinar as conicas com base na
teoria do ensino Desenvolvimental de Davydov. Evidenciamos quais sdo os nucleos conceituais
que podemos usar como chave no processo de ensino-aprendizagem.

Durante nossos estudos sobre as conicas, ficou evidente que os conceitos centrais a serem
desenvolvidos sdo a nogdo de distancia, ponto, reta e algebra. Esses conceitos nucleares
fornecem a base para a criacdo e desenvolvimento de procedimentos I6gicos e investigativos
que foram utilizados durante o surgimento dessa ciéncia. A partir desses conceitos, podemos
chegar as defini¢des das trés conicas: Elipse, Parabola e Hipérbole. Apds a compreensdo desses
conceitos, podemos introduzir generalizagdes e propriedades.

Ao propormos a utilizacdo do GeoGebra como parte do processo de ensino-aprendizagem
buscamos que os alunos possam se tornar sujeitos ativos e participativos em sala de aula, em
contraste com a passividade frequentemente associada ao ensino tradicional.

A partir dessa dindmica o conceito do objeto é revelado ou compreendido, a partir de uma
orientacdo ou mediacdo do professor ou orientador. O conceito do objeto se constitui a partir
de suas caracteristicas externas como forma, vértices, eixos, focos, entre outros, mas sobretudo
pela sua esséncia, aquilo que determina objeto totalmente que € a sua definicéo, a partir da qual
se determina todo o objeto.

Amparados por Vygotsky, entendemos que o investigador deve intentar compreender as
relacBes intrinsecas entre as tarefas externas e a dindmica do desenvolvimento e considerar a
génese dos conceitos como funcdo do crescimento cultural e social global do individuo, que
ndo afeta apenas o contetdo, mas também o seu modo de pensar. A nova utilizacdo
significativa, e 0 seu emprego como meio para a formacdo dos conceitos € a causa psicoldgica
imediata da transformacéo radical no processo intelectual e na construgdo do conhecimento.
(VYGOTSKY, 2002, p. 44).

No entanto, é fundamental manter a perspectiva de que o aluno deve ser um sujeito ativo
na construgdo do conhecimento. Nesse contexto, 0 GeoGebra desempenha um papel crucial,
pois permite que os alunos experimentem a construcdo de diversas cénicas com diversas

funcionalidades, facilitando o processo de generalizagdo do conhecimento. O professor, a partir
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da mediacdo, pode atuar na zona de desenvolvimento proximal dos alunos, ajudando-os a
atingir seu potencial e as tecnologias podem ser instrumentos importantes na realizacdo dessa
tarefa. Ainda sobre a mediacdo, buscamos aborda-la na sua esséncia dialética como nos explica
Joana Peixoto:

A mediacéo acontece com professor e aluno no seio da relagdo pedagdgica. Professor
e alunos medeiam juntos, cada um representando um polo dessa relacdo que visa ao
desenvolvimento das fun¢Bes mentais superiores dos alunos -movimento interna e
externamente contraditorio. Isso porque o desenvolvimento das formas psiquicas
superiores ndo é genético, trata-se da apropriacdo de um psiquismo historicamente
acumulado sob forma de relagdes sociais entre os humanos. Como se efetua a partir
de relagdes sociais, essa apropriagdo ndo provém simplesmente de fora: é um processo
de desenvolvimento interno de esséncia externa. As fungdes psiquicas e as relagdes
sociais sdo duas faces (interna e externa) de uma mesma realidade. (PEIXOTO, 2016,
p. 374.

A partir disso, 0 objetivo da nossa proposta é que os alunos desenvolvam habilidades
cognitivas especificas relacionadas ao conteudo, bem como habilidades cognitivas gerais. Em
primeiro lugar devemos identificar quem sdo nossos alunos, quais 0s objetivos de ensinar
conicas, como apresentar as conicas de forma que os alunos percebam sua utilizacdo na
sociedade.

Pois ao trazermos o objeto de conhecimento que esta sendo trabalhado para a realidade
em que eles vivem, faz com que sintam interesse e queiram descobrir 0os processos de
construcdo desse conhecimento.

Segundo Libaneo (2016), ao planejar o ensino de um contetdo, devemos seguir 0s

seguintes procedimentos:

a) analisar o conteldo e fazer a elaboracdo do nicleo conceitual da matéria, que
contém a generalizacdo esperada para que o aluno interiorize e utilize para deduzir
relagdes particulares da relagdo basica identificada. Para isso, busca-se a génese de
desenvolvimento do conteido, ou seja, 0 processo histérico de sua constituicdo,
recorrendo a métodos e procedimentos de investigacdo proprios desta ciéncia.

b) identificar as acBes mentais e habilidades cognitivas gerais e especificas
apresentadas no contetdo e que devem ser adquiridas pelos alunos ao longo do estudo
da matéria.

¢) construir uma rede de conceitos basicos que dao suporte a esse ndcleo conceitual,
com as vidas, relaces e articulacdes.

d) formular tarefas de estudo com base em situacBes-problema, que exijam os alunos
assimilem o modo de pensamento apresentado na matéria, possibilitando a formacéo
de capacidades e habilidades cognitivas gerais e especificas em relacdo a matéria.

e) prever formas de avaliacdo para verificar se o aluno desenvolveu ou esta
desenvolvendo a capacidade de utilizar os conceitos como ferramentas mentais.
(Libaneo, 2016, p. 378)
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Ademais com esse estudo pretendemos mostrar que o conhecimento pedagogico e didatico deve
ser aliado ao conhecimento especifico/disciplinar, pois se tratando de formacéo de professores
devemos ter em mente que estudamos diversos contetdos para termos dominio pleno do mesmo
a fim de facilitar o processo de ensino-aprendizagem, tornando esse processo algo prazeroso e
significativo para ambos os lados, para quem ensina e também para quem aprende.

O GeoGebra como elemento mediador ajuda os alunos principalmente na visualizagdo
das conicas, pois auxilia na recuperacdo do tempo nas aulas, uma vez que gastdvamos muito
dele, para realizar os desenhos e, conta com a facilidade de acesso diaria nas aulas de
matematica, por se tratar de um software livre. Os alunos podem fazer o download nos celulares
e sempre que necessario utilizad-lo, onde pelo processo de experimentacdo os alunos
conseguirdo desenvolver as habilidades e fun¢es mentais que o conteddo abordado traz.

O que causa um rompimento com a tradicional didatica abordada em sala de aula, o aluno
agora possui uma ferramenta que pode ser utilizada durante os estudos, na resolucdo de
exercicios entre outros, fazendo com que o aluno seja sujeito ativo no processo de ensino
aprendizagem, tornando o celular aliado nesse processo.

O professor devera previamente estabelecer exercicios e problemas que facam parte do
cotidiano dos alunos ou que gere curiosidade e também leve motivos para aprendizagem do
conteudo, os alunos desse modo sdo orientados a captar uma relacdo geral, um principio l6gico
que forma um “nucleo” do objeto estudado, formando uma representacdo mental desse objeto.
Essa captagdo se da por meio de uma tarefa escolar, um problema, utilizando-se de
procedimentos particulares até dominarem o procedimento geral de solucdo dessa tarefa,
momento em que os alunos podem internalizar o conceito, ou seja, dominar o procedimento
geral de solucéo de problemas particulares e casos do mesmo tipo. (LIBANEO, 2009, p. 5).

Nessa linha concluimos que tanto professor, quanto aluno, ambos fazem parte da
construcdo do conhecimento. Compreender o aluno como um ser histérico e participante de
uma cultura é de suma importancia para que consigamos trazer motivos para 0 mesmo se
interessar pelo contetdo e também relacionarmos com o desenvolvimento da humanidade e
como ele esta presente no nosso cotidiano. As TDIC fazem parte da realidade dos nossos alunos
e da sociedade, devemos ter em mente que podemos utiliza-las como aliadas ao processo de
ensino-aprendizagem como explicitado nesse trabalho, para que os alunos possam através delas
serem participantes ativos. Softwares como o GeoGebra sdo aliados as praticas educativas do
professor de matematica e representa uma possibilidade interessante no modo de ensinar

matematica.
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CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo principal deste trabalho é investigar a equacdo geral das conicas, sua
construcdo, elementos, casos comuns e casos particulares. E como parte secundaria como
podemos aborda-lo em um perspectiva historico-cultural, voltado principalmente na
participacdo ativa do aluno no processo de construcdo dos conceitos e da aprendizagem deste
conceito, tendo como elemento mediador o software GeoGebra.

No desenvolver do trabalho conseguimos abordar os conceitos de Elipse, Hipérbole e
Pardbola e também alguns casos particulares, a partir das defini¢des conseguimos fazer a
construcdo do elemento estudado e sua estrutura, 0 GeoGebra foi ferramenta fundamental na
construcdo dos graficos, facilitando ainda mais a construcdo dos conceitos e sua visualizagéo.

A problemética que nos motivou consiste em “Como ensinar as conicas com uma
metodologia para além do ensino formal de aprendizagem?”, partindo ¢ claro da insatisfa¢do
de como é abordada no método tradicional de ensino.

Com os estudos aqui apresentados, conseguimos chegar a conclusdo que a abordagem do
GeoGebra como uma ferramenta ativa no processo de ensino aprendizagem ¢é fundamental para
que consigamos chegar nos objetivos tracados, pois ele é de fato aliado no ensino de matematica
e claro no ensino das conicas. Mas toda via defendemos que as tecnologias ndo devem ser
imperativas nesse processo de aprendizagem, cabendo ao professor identificar os momentos
que de fato a introducdo de um software no processo de ensino sera relevante.

O planejamento de ensino é fator fundamental, é a partir dele que o professor ir& nortear
sua pratica em sala de aula, seus objetivos ao se ensinar aquele contetdo devem ser definidos
previamente, no plano de ensino reconhecemos quais sao os alunos, qual a realidade deles e a
partir disso podemos criar relagdes do conteudo com a realidade. Devemos apresentar o
contetdo e mostrar para os alunos como foi o desenvolvimento dessa ciéncia especifica ao
longo do tempo, criando assim sentido e significado no seu estudo, criando nos alunos motivos
para estudar e aprender o conteudo trabalhado.

A Teoria Historico-Cultural e a Teoria do Ensino desenvolvimental foi fator crucial para
entender as relagdes sociais que constituem o fenémeno de ensino, partindo de uma teoria ampla
conseguimos entender o processo de ensinar e aprender, que € amplo. Essa teoria ird nortear

como um todo a préatica pedagogica em sala de aula, ndo s6 no ensino das conicas, mas também
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com todos os outros conteudos. Essa teoria foi fundamental para entender as relacbes da
construcdo de conceitos e de interiorizacdo desses conceitos, que a partir dai conseguimos
nortear toda a prética pedagdgica.

O uso do GeoGebra foi essencial tanto como ferramenta para construcfes dos gréaficos
presentes no trabalho, quanto para trazer uma perspectiva tecnoldgica para o ensino de
matematica. Com ele conseguimos visualizar com facilidade algumas propriedades, elementos,
entre outras formas que constituem o contetido estudado. Ao empregar o GeoGebra como uma
ferramenta que néo pertence apenas ao professor, mas também aos alunos, pretendemos mostrar
que o aluno pode ser ativo, tendo livre acesso para construir, manipular e descobrir ferramentas
que Ihe auxiliam no aprendizado, formando entdo um aluno mais autbnomo e investigativo.

Para que este trabalho alcance mais éxito na sua proposta € necessaria uma intervencgao
em alguma escola, para que se comprove o que aqui foi investigado. As dificuldades
encontradas corriqueiramente nessa pesquisa € a pouca disponibilidade de teorias que se
aprofundem no compreender das relacbes mentais que envolvem o desenvolvimento do
pensamento matematico, que muitas vezes é tratada com superficialidade em alguns casos.
Conclui-se, assim, que a continuidade da pesquisa nesse campo é fundamental para o0 avanco
do conhecimento matematico, sobretudo no campo académico, e para a ampliacdo de suas

aplicacdes préaticas em areas correlatas.
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