PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE GOIAS
ESCOLA DE FORMACAO DE PROFESSORES E HUMANIDADES
CURSO DE MATEMATICA

JOLMAR FERENS

O MOVIMENTO LOGICO-HISTORICO DOS NUMEROS COMPLEXOS
INTEGRANDO ALGEBRA E GEOMETRIA

GOIANIA
2023



JOLMAR FERENS

O MOVIMENTO LOGICO-HISTORICO DOS NUMEROS COMPLEXOS
INTEGRANDO ALGEBRA E GEOMETRIA

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado a
Escola de Formagao de Professores ¢ Humanida-
des, da Pontificia Universidade Catolica de Goias,
como parte dos requisitos para a obtengao do titulo
de licenciado em Matematica.

Orientador:
Professor Dr. Duelci Aparecido de Freitas Vaz

GOIANIA
2023



JOLMAR FERENS

O MOVIMENTO LOGICO-HISTORICO DOS NUMEROS COMPLEXOS
INTEGRANDO ALGEBRA E GEOMETRIA

Este trabalho de Conclusdo de Curso foi julgado adequado para obtencdo de titulo de

Licenciado em Matematica e aprovado em sua forma final pela Escola de Formagao de

Professores e Humanidades, da Pontificia Universidade Catblica de Goias, em 14 de dezembro

de 2023.

Banca examinadora

Professor Dr. Duelci Aparecido de Freitas Vaz

Professor Mestre Gean Henrique Godoi

Professor Mestre Maxwell Gongalves Araujo

GOIANIA
2023



Os Fremen eram supremos naquela qualidade
que os antigos denominavam spannungsbogen,
que ¢ a autoimposi¢cao de um adiamento

entre o desejar uma coisa e o estender

a mao para apanha-la.

— Excerto de “A sabedoria de Muad’Dib”,
da princesa Irulan



RESUMO

O foco deste estudo ¢ compreender o movimento 16gico-histérico dos nlimeros complexos e as
suas relagoes algébricas e geométricas, com o uso do software GeoGebra, no favorecimento do
movimento de ensino-aprendizagem deste conteudo. Visa estabelecer conexdes conceituais
entre algebra, geometria e a trajetoria logico-historica desses numeros, considerando a interagao
pedagogica entre tecnologia e educagdo matematica. O objetivo € contribuir com o0
desenvolvimento desse topico, transcendendo as estratégias didaticas tradicionais que
frequentemente negligenciam os aspectos historicos e geométricos. Busca-se fornecer uma
compreensdo mais abrangente e intuitiva desses numeros. A pesquisa se fundamenta em uma
perspectiva histérico-cultural. Esta abordagem enfatiza a reconstru¢ao do caminho cientifico
dos conceitos matematicos. Utilizando o GeoGebra, desenvolvemos atividades que ilustram
operagdes e propriedades, proporcionando uma experiéncia de aprendizagem que integra os
aspectos algébricos e geométricos. A investigagdo revelou a evolucao dos nimeros complexos,
detalhando a solucdo de equagdes cubicas e as contribui¢des de Scipione del Ferro, Tartaglia,
Cardano, Bombelli, Euler, Wessel, Argand, Gauss, entre outros. As demonstragdes das
formulas de De Moivre e das raizes enésimas merecem destaque devido a sua importancia e
beleza. Esta pesquisa oferece uma abordagem pedagbgica integrada e em consonancia com o0s
processos historicos e tecnologicos, em harmonia com o passado e com o presente, sem perder
de vista o futuro. Percebe-se, com a pesquisa, potencial para aprimorar o ensino de topicos
cientificos, beneficiando ndo apenas o aprendizado dos niimeros complexos, mas também
ampliando as possibilidades pedagdgicas em outras areas da matematica. O estudo enfatiza os
beneficios desta metodologia para professores e estudantes, sugerindo caminhos para uma
formacdo académica mais rica e significativa.

Palavras-chave: Numeros Complexos; GeoGebra; Educagdo Matematica; Metodologia de
Ensino.



ABSTRACT

The focus of this study is to understand the logical-historical movement of complex numbers
and their algebraic and geometric relationships, using the GeoGebra software to enhance the
teaching-learning process of this content. It aims to establish conceptual connections between
algebra, geometry, and the logical-historical trajectory of these numbers, considering the
pedagogical interaction between technology and mathematical education. The objective is to
contribute to the development of this topic, transcending traditional didactic strategies that often
neglect the historical and geometric aspects. The research seeks to provide a more
comprehensive and intuitive understanding of these numbers. The research is grounded in a
historical-cultural perspective. This approach emphasizes the reconstruction of the scientific
path of mathematical concepts. Using GeoGebra, we developed activities that illustrate
operations and properties, providing a learning experience that integrates algebraic and
geometric aspects. The investigation revealed the evolution of complex numbers, detailing the
solution of cubic equations and the contributions of Scipione del Ferro, Tartaglia, Cardano,
Bombelli, Euler, Wessel, Argand, Gauss, among others. The demonstrations of De Moivre's
formulas and the nth roots are noteworthy for their importance and beauty. This research offers
an integrated pedagogical approach in line with historical and technological processes, in
harmony with the past and present, without losing sight of the future. The research shows
potential to improve the teaching of scientific topics, benefiting not only the learning of
complex numbers but also expanding pedagogical possibilities in other areas of mathematics.
The study emphasizes the benefits of this methodology for teachers and students, suggesting
paths for a richer and more meaningful academic education.

Keywords: Complex Numbers; GeoGebra; Mathematical Education; Teaching Methodology.
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1 INTRODUCAO

Os numeros complexos representam uma pagina importante da historia da matematica.
Nela, os matematicos superaram obstaculos que inicialmente eram intransponiveis. De fato, a
questdo central estd relacionada a transcendéncia da ideia de que numeros negativos nao
possuem raizes quadradas (EVES, 2011).

Surgiram pela primeira vez no século XVI, quando matematicos tentaram resolver
equagdes que nao tinham solugdes no conjunto dos nimeros reais. A primeira mengao
documentada a esses numeros foi feita pelo matematico italiano Girolamo Cardano em 1545.
Rafael Bombelli, outro matematico italiano, expandiu o trabalho de Cardano em 1572,
fornecendo regras para a manipulacao desses niumeros.

No entanto, foi somente no século XVIII que o conceito de numeros complexos foi
formalizado e amplamente aceito. O matematico suico Leonhard Euler introduziu o conceito
de “i” como a raiz quadrada de —1 em 1748. Em 1806, Jean-Robert Argand introduziu o plano
complexo, hoje conhecido como plano Argand-Gauss.

No século XIX, com o trabalho de Augustin-Louis Cauchy e Bernhard Riemann, a
analise complexa tornou-se uma parte fundamental da matemdtica, com muitos teoremas
importantes e aplicagdes em varias areas, incluindo fisica e engenharia. A consolidagao dos
nimeros complexos ocorreu gradualmente ao longo de varios séculos, com contribui¢des de
muitos matematicos diferentes.

Hoje, o tema ¢ comum nos cursos de graduacao das areas de exatas e se articula com
diversas areas de conhecimento, tendo uma ampla gama de aplicagdes praticas em varias areas
da ciéncia, engenharia e matematica, sendo a fisica quantica uma das principais. Nela, os
nimeros complexos sdo usados para descrever o estado de uma particula. A fungdo de onda,
que descreve a probabilidade de encontrar uma particula em um determinado estado, ¢ uma
funcdo complexa. Na Matematica, os numeros complexos se integram a trigonometria,
geometria, fungdes, entre outros.

Apesar disso, o ensino dos nimeros complexos foi relegado a segundo plano. No ensino
médio, por exemplo, notamos a fragilidade das abordagens. Negligenciaram-se os aspectos
geométricos das operagdes e suas propriedades, focando unicamente na proposta algébrica. Isso
impede que os alunos compreendam plenamente o objeto complexo, o que pode vir a prejudicar
o desenvolvimento do aprendizado em matematica.

Diante disso, fica clara a importancia do estudo dos numeros complexos. Eles sao mais

do que apenas uma curiosidade historica, representam uma expansao fundamental do nosso
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entendimento matematico. Conhecé-los permitiu-nos resolver problemas que seriam
impossiveis usando o conjunto dos numeros reais, abrindo novas oportunidades para a
exploracdo e a descoberta cientifica.

Neste contexto, propomos este trabalho para contribuir com o ensino-aprendizagem dos
nimeros complexos, o qual inclui uma proposta de apresentar todas as propriedades dos
nimeros complexos utilizando o software GeoGebra. Assim, todas as operagdes serdo
apresentadas em dois niveis de compreensdo, algébrico e geométrico. Além disso, essa
tecnologia serd utilizada para investigar um importante teorema relacionado ao ntimero de
raizes de um nimero complexo.

A introducdo de tecnologias na educa¢do matematica de modo a facilitar o acesso ao
processo de ensino-aprendizagem ainda ¢ um desafio para professores e alunos. Para tanto, ¢
essencial desenvolver alternativas de modo a superar a dualidade presente no ensino de
Matematica, a qual ainda parte da logica da educag¢do bancdria, da mera transmissdo do
conhecimento, cujo aluno ¢ mero receptor.

As tecnologias digitais de informagdo e comunicagdo se desenvolveram de modo
impressionante nos ultimos anos. Entretanto, na area de educagao, sua utilizacdo nao se mostrou
eficaz, como pudemos notar no periodo pandémico, onde foi nitida a percep¢dao de que as
escolas ndo estavam preparadas, os professores também ndo estavam prontos para realizar uma
constru¢do pedagogica a distancia, capaz de superar os problemas de ensino-aprendizagem,
principalmente no campo da Matematica. Segundo Arreguy (2022), apds o ensino remoto, 76%
das criancgas precisaram de reforgo escolar na alfabetizacdo. A necessidade de refor¢co também
¢ apontada pelos pais em disciplinas como matematica (71%), lingua portuguesa (70%),
ciéncias (62%) e historia (60%). Programas de apoio e recuperacgdo nas escolas sdo vistos como
prioridade para 28% dos responsaveis ouvidos, embora menos da metade dos estudantes em
escolas que reabriram estejam recebendo aulas de reforgo (43%) ou apoio psicologico (35%).

Entendemos que faz parte da preparacdo do profissional, de quem vai atuar como
professor, estar preparado para assumir, dentro da escola, diversas metodologias. Utilizar as
tecnologias de modo a realizar uma media¢do adequada ¢ uma delas, pois o professor pode
utiliza-las para organizar seu ensino, trazendo para o interior da aula uma interatividade.

Vaz (2012) relata diversas experiéncias exitosas e ressalta que o GeoGebra permite ao
professor experimentar uma situacdo investigativa, formular conjecturas a partir disso,
formalizar ou validar essas conjecturas e generalizé-las, de acordo com o pensamento

matematico. Complementando essa visdao, Vaz (2016, 2015) amplia o alcance das aplicagdes



12

do GeoGebra, ao demonstrar em seus artigos diversas situagcdes em que o professor pode utilizar
as ferramentas do programa para investigar problemas reais.

Essas abordagens ndo apenas enriquecem a pratica pedagogica, mas também destacam
como o professor pode usufruir do que Vaz (2016, 2015) chama de Investigagdo Matematica
com o GeoGebra, um processo que contribui significativamente para construir o pensamento
do aluno, auxiliando-o a abstrair, generalizar e conceituar o objeto matematico, interligando a
teoria a pratica e promovendo um aprendizado mais aprofundado e significativo.

Essa discussdo perpassa por teorias que abordam o tema profundamente, como a Teoria
do Ensino Desenvolvimental de Davydov. Segundo essa teoria, a atividade de aprendizagem
deve contemplar a possibilidade do professor, em seu planejamento, construir um percurso
pedagdgico que permita o estudante percorrer o caminho que o cientista percorreu na
determinagdo daquele conteudo (Davydov, 1988). Dessa forma, com uma atividade
significativa, o aluno poderé se apropriar dos modos de pensar dos cientistas, determinando
deste modo suas agdes mentais a partir da abstracdo, generalizagdo e formacao do conceito.

Dai emerge a nossa proposta de trabalho: mostrar que o software GeoGebra ¢ uma boa
ferramenta para contribuir com o processo de ensino-aprendizagem de contetidos matematicos,
dentre eles os Numeros Complexos.

Nosso objetivo ¢ desenvolver um método didatico formativo em uma proposta de
ensino-aprendizagem dos numeros complexos, utilizando o software GeoGebra com a
finalidade de compreensao dos aspectos algébricos e geométricos das operacdes, fundamentado
na teoria histérico-cultural de Davydov.

Deste modo, pretendemos compreender os processos histdricos que levaram ao
surgimento dos numeros complexos e investigar as potencialidades tecnoldgicas que o
professor pode usufruir no ensino matematico utilizando o software GeoGebra.

Partimos da hipotese de que o software GeoGebra pode impactar, significativamente, o
processo de ensino-aprendizagem, especialmente dos numeros complexos, desde que seja
integrado a praticas pedagogicas que permitam ao professor construir um percurso pedagogico
que reflita o caminho percorrido pelos cientistas na descoberta desse contetdo.

A pesquisa se fundamenta em uma perspectiva historico-cultural. Esta abordagem
metodologica enfatiza a reconstrugdo do caminho cientifico dos conceitos matematicos.
Utilizando o GeoGebra, desenvolvemos atividades que ilustram operacdes e propriedades,
proporcionando uma experiéncia de aprendizagem que integra os aspectos algébricos e

geométricos.
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O software GeoGebra foi criado para o desenvolvimento do pensamento matematico, ¢
gratuito e disponivel para vérias plataformas, incluindo dispositivos moéveis. Ele permite a
dinamizagao dos objetos, teste de situacdes e hipoteses, modelagem de problemas de todos os
conteudos matematicos do ensino basico e superior. Além disso, admite a criagdo de objetos
virtuais de aprendizagem, que sdo ferramentas uteis para o professor ilustrar e elucidar

conceitos matematicos complexos de maneira interativa e engajadora.
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2 A GENESE DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo, embarcaremos em uma jornada fascinante através da historia dos
numeros complexos. Exploraremos como, partindo das fundacdes lancadas por Scipione del
Ferro e Nicolo Fontana, esses nimeros enigmaticos comegaram a se formar no imaginario
matematico. Veremos como Girolamo Cardano e Rafael Bombelli, desbravando territérios
matematicos desconhecidos, pavimentaram o caminho para uma compreensao mais profunda
desses nimeros. A viagem continua com Leonhard Euler, que, com seu brilhantismo, adicionou
novas dimensoes a essas entidades numéricas. Avancaremos até a era de Caspar Wessel, Jean
Robert Argand e, finalmente, Carl Friedrich Gauss, cujas visdes inovadoras transformaram os
até entdo chamados “nimeros impossiveis” em uma parte indispensavel e fascinante da
matematica.

Este capitulo visa demonstrar como essas mentes extraordinarias, cada uma a sua
maneira, contribuiram para moldar o conceito dos numeros complexos, transformando-os de
entidades abstratas e incompreendidas em ferramentas poderosas e essenciais para o
entendimento do universo matematico. As reflexdes que seguem, neste capitulo, tiveram como

base os trabalhos realizados por Cerri e Monteiro (2001) e Eves (2011).

2.1 A DISPUTA PELA RESOLUCAO DAS CUBICAS

A historia da Matematica ¢ marcada por descobertas fascinantes, particularmente na
busca pela resolucdo de equagdes polinomiais, que ganhou destaque entre os séculos XVI e
XVIL Durante este periodo, matematicos renomados como Scipione del Ferro (1465-1526),
Nicolo Fontana (1499—-1557), mais conhecido como Tartaglia, Girolamo Cardano (1501-1576),
Rafael Bombelli (1526—-1572), Francois Viéte (1540-1603), Pierre de Fermat (1601-1665) e
René Descartes (1596—-1650), fizeram contribuigdes notdveis para a resolugdo de equagdes
polinomiais até o quarto grau.

O ponto de inflexdo nessa jornada foi a crescente compreensao de que as equagdes de
grau superior a dois exigiam uma abordagem mais sofisticada. Isso levou ao desenvolvimento
e aceitagdo dos numeros complexos, uma nova estrutura numérica que expandiu
significativamente o escopo da matemadtica e permitiu a resolucdo de equagdes que antes
pareciam insolaveis. A introdu¢ao dos nimeros complexos ndo apenas resolveu equagoes de

terceiro e quarto graus, mas também abriu novos caminhos para a matematica avangada.
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Esta saga matematica alcangou um ponto crucial com Evariste Galois, que demonstrou
que, para polindmios de grau superior a quatro, ndo existe uma féormula geral aplicavel a todos
os casos. Esse resultado destacou ainda mais a importancia e a utilidade dos complexos, que se

tornaram fundamentais para a compreensao profunda da matematica.

Figura 1 — Evariste Galois
Fonte: Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Galois/pictdisplay/.
Acesso em: 08 dez. 2023

Por volta de 1515, Scipione del Ferro, um professor da Universidade de Bolonha,
realizou um avanco significativo ao resolver algebricamente a equacio ctbica do tipo x3 +
mx = n. Seu trabalho, provavelmente, foi baseado em fontes arabes. Essa conquista, embora
ndo divulgada publicamente, marcou uma etapa importante na matematica, pois as equagoes

cubicas, devido a sua complexidade, desafiavam os matematicos da época.

Figura 2 — Scipione del Ferro.
Fonte: Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=PBOh41NxKGc.
Acesso em: 08 dez. 2023

Posteriormente, por volta de 1535, Nicolo Fontana, conhecido como Tartaglia, expandiu
esse trabalho ao anunciar uma solugdo para equagdes clibicas do tipo x3 + px? = n. Essa
descoberta veio a tona em um contexto de desafio e competi¢ao, quando Tartaglia foi desafiado

por Antonio Fior, discipulo de del Ferro, em uma disputa publica envolvendo a resolucao de
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equacdes cubicas. Tartaglia, superando as expectativas, resolveu também equagdes cubicas sem

o termo quadratico, demonstrando a profundidade de seu entendimento matematico.

o

(Al 17

Figura 3 — Niccolo Fontana.

Fonte: Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Tartaglia/pictdisplay/.
Acesso em: 08 dez. 2023

Esses avangos na solugdo das equagdes cubicas foram cruciais para o desenvolvimento
dos numeros complexos. Embora esses matematicos ndo tenham lidado diretamente com
nimeros complexos como os entendemos hoje. Suas exploracdes de equagdes polinomiais
abriram caminho para o reconhecimento e aceitacdo de solu¢des que ndo se encaixavam nos
niimeros reais.

A abordagem de Tartaglia e del Ferro na resolugdo de equagdes cubicas, e a posterior
divulgagdo dessa solugdo, em 1545, no tratado “Ars Magna” de Girolamo Cardano,
estabeleceram as bases para que, mais tarde, os matematicos comecassem a explorar a ideia de
numeros que iam além dos reais, conduzindo eventualmente ao conceito formal de nimeros

complexos.

F1gufaz — Girolamo ardano. ‘
Fonte: Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cardan/pictdisplay/.
Acesso em: 08 dez. 2023
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Este periodo de intensa atividade matematica e de disputas intelectuais, ndo apenas solucionou
um problema algébrico de longa data, mas também estabeleceu as bases de um dos maiores
avangos na matematica: a introducao e aceitagdo dos nimeros complexos.

Exemplo disso foi a significativa contribuicdo de Rafael Bombelli para a histéria dos

nimeros complexos, especialmente por meio de sua obra “L’Algebra”, publicada em 1572.

Figura 5 — Rafael Bombelli.
Fonte: Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bombelli/pictdisplay/.
Acesso em: 08 dez. 2023

Este livro marcou um avango crucial na matematica ao introduzir um tratamento
sistematico das raizes de numeros negativos, uma no¢ao que era inédita e até mesmo
controversa na ¢época. Em “L'Algebra”, Bombelli abordou, de maneira detalhada e
metodoldgica, as solugdes imaginarias das equacgdes cubicas. Sua abordagem racional e
sistemdtica para esses “nimeros impossiveis”, como eram conhecidos, estabeleceu um
entendimento mais claro e estruturado do que viria a ser os numeros complexos. Este trabalho
foi fundamental nao apenas para a evolugao do conceito de nimeros complexos, mas também
influenciou significativamente o desenvolvimento subsequente da algebra. As realizacdes de
Bombelli foram vitais para estabelecer uma compreensdo mais profunda e fundamentada dos
complexos, hoje considerados um pilar essencial na matematica moderna. Suas ideias
inovadoras e sua abordagem formal ajudaram a moldar o caminho para a aceitagdo e o

desenvolvimento dos nimeros complexos na comunidade matematica.
22  OMETODO DE TARTAGLIA-CARDANO

Os matematicos daquela época perceberam que toda cubica completa do tipo

x3+ ax? + bx + ¢ =0 poderia ser reduzida a uma clbica sem o termo quadratico,

substituindo a varidvel original por (y — g)
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Vamos resolver a equagdo cubica (x3 + ax? + bx + ¢ = 0) usando o método de
Cardano. Uma das etapas criticas desse método ¢ a eliminacao do termo quadratico da equagdo

cubica, o que simplifica muito a resolucao da equacao. Isso ¢ feito por meio de uma mudancga
oy . . .y a . .

de variavel. Primeiro devemos fazer a mudanga de variavel (x =y-— 5) . Substituindo na

equacao original, temos:

x3+ax2+bx+c=0,ondex=y—§

O RIC RI R

Agora, vamos expandir e simplificar:

3y%2a 3ya? ad 2ya a? a
3 _ — 2 — —_— —_— ]
Y - et aly +=)+b(y-3)+c=0

a’? ad 2ya a? a
y3—y2a+yT—ﬁ+a<y2—L+—>+b( ——)+c=

3+ba2 ab 2a3 B
Y 3 )Y \3 7 )T

Chamando de p e g os termos entre paréntesis obtemos:
y3 + py — q = 0, ou seja,

v +py=q
Voltando para a varidvel original:

x3+px=gq

A equacdo cubica reduzida ¢ uma forma simplificada, na qual o termo quadratico ¢

eliminado. Essa simplificacdo permite utilizar a formula de Tartaglia-Cardano para resolver a
equacdo. A seguir, apresentaremos uma demonstra¢ao desta formula. Este método oferece um

meio eficiente para encontrar as raizes de equacdes polinomiais de terceiro grau.
2.2.1 Demonstragdo da formula de Tartaglia-Cardano

Em uma equagdo cubica reduzida da forma x3 = px + g, podemos aplicar um método

sistematico para encontrar suas raizes. A estratégia consiste nos seguintes passos:

1) Substitui¢ao e expansdo do cubo:
Primeiramente, propomos uma substitui¢do na variavel x, expressando-a como a soma de

duas novas varidveis u e v, x = u + v. Substituindo na equacao ctbica original, temos:
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x3=px+gq
(u+v)=px+gq
Ao expandirmos (u + v)3, utilizando o cubo de um bindmio, obtemos:
(u+v)® =ud + 3u?v + 3uv? + v3

(u+v)3 =3uv@u+v)+ W +v3)

2) Estabelecendo correspondéncias na equacao cubica:
Comparando (u + v)3 com x3 = px + g e considerando x = u + v, observamos que:
(u+v)3 =3uwlu+v)+ @+ v
x3=px+gq

Ondep =3uveq =ud+v3

3) Relagdo entre p e q
Se p = 3uw, entao:

p3 = (Buv)3 = 33u3v3

2;_3 — 133
) =w

q=ud+v3

4) Soma e produto de raizes
Sex=u+wv,

u + v é solugdo para a equagdo x> = px + q.

Ora, se a soma e o produto de duas quantidades sao conhecidos, pode-se escrever uma equagao
quadrética tal que sua solucdo, ou suas raizes, sejam essas quantidades.
x?—=Sx+ P =0,onde S = x’ + x" (soma das raizes) e P = x’ - x"’ (produto das raizes).

xz—qx+(§)3=0

5) Resolvendo usando a férmula resolutiva para a equagdo de segundo grau:

B —b +Vb? — 4ac
B 2a

X



ot - (B)

&
|

As expressdes para u e v sao obtidas ao tomar a raiz cubica das raizes da equagao.

3
Sendo, g =ud +v3e (g) = u3v3, entdo as raizes da equagdo acima sio u3 e v3

xz—qx+(§)3=0

6) Finalmente, a formula de Cardano. Onde a solucao para a cubica original, ¢ dada por:

xX=u-+v

Substituindo as expressdes para u e v, obtemos a férmula final:

= 5 -0 f- 106
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Para ilustrar a aplicagdo do método de Cardano, consideremos a equagdo cubica x> = 6x + 9

x> =px+q {p=6
x> =6x+9

q=9
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2.3 BOMBELLI E A SUPERACAO DO IMPOSSIVEL

A trajetoria dos nimeros complexos ¢ fascinante e reflete a evolugdo do pensamento
matematico através dos séculos. No século XVI, a matematica enfrentava um impasse

semelhante ao que os antigos gregos experimentaram com a descoberta de niimeros irracionais,

como V2. Os niimeros reais, até entio conhecidos, eram insuficientes para resolver certas
equagoes algébricas, indicando a necessidade de expandir o conceito de numero para além dos
racionais e irracionais conhecidos.

Rafael Bombelli, nascido em Bolonha em 1530, foi um pioneiro nesta jornada. Em seu
trabalho, se debrugou sobre a equacdo cubica x3 = 15x + 4, que ndo podia ser resolvida
utilizando os métodos algébricos tradicionais da época. Ao investigar solugdes para essa
equacdo, Bombelli considerou expressdes que envolviam a raiz quadrada de nlimeros negativos,
uma ideia que era inédita e desafiadora para a época.

No seu livro L'Algebra parte maggiore dell'Arithmetica, publicado em 1572, Bombelli

prop0Os que os termos 3{/2 ++vV—-121¢e 3\/2 — v —121 poderiam ser tratados como niimeros na

forma a + Vv—b e a — V—Db, respectivamente. Com meticulosas manipulacdes algébricas, ele

concluiu que, para essas expressdes, a =2e b =1, como veremos mais adiante. Essa
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abordagem inovadora foi um passo crucial no desenvolvimento dos nimeros complexos e na
solugdo de equacdes até entdo insoluveis. A coragem e a intuicdo de Bombelli ao lidar com
esses “numeros impossiveis” foram fundamentais para estabelecer as bases do que hoje
conhecemos como numeros complexos, um componente essencial na matematica.

Vamos acompanhar, passo a passo, o que teria sido o pensamento de Bombelli na

resolucdo da famosa ctibica x3 = 15x + 4.

x3=15x+4,ondep =15eq =4

3 3
x=J2+V4—125+J2—V4—125

x = 3\/2 +V/—121 + 3\/2 —V/—121
V=121 =/121- (-1) =V121- V-1 = 11V/-1

3 3
X = \/2 +11v-1+ \/2 - 11v-1

Neste ponto, Bombelli fez uso do cubo da soma de dois termos.

(a+b)3 =a3+ 3a?b + 3ab? + b3
(24V=1) =22 +3-22-V=1+3-2-(V=1) + (Vv=1)°
(2+V=1) =8+12V=1+6-(-1) —V=1
(2+v=1) =8+ 12V=1-6—-V—1
(2+v=1) =2+ 111

3
2+Vv-1= [2+11v-1
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Portanto,u =2 ++v—-lev=2—-+v-1

3

u= ’2+11\/—1 S u=2+v-1
3

v= /2—11\/—1 L v=2—-vV-1

x=u+v
x=2+V-1+2-vV-1
x=4+V-1-v-1
x=4

2.4  UNIDADE IMAGINARIA

O diadlogo entre Aritmética e Geometria transcende milénios, com cada um desses
campos se desenvolvendo de maneira distinta, até que a conexao entre numeros ¢ formas
geométricas se tornasse evidente. O marco inicial desse enlace pode ser rastreado até Apolonio
no terceiro século antes de Cristo, porém, foi somente no século XVII que a fusdo de algebra e
geometria foi concretizada através da Geometria Analitica desenvolvida por Pierre de Fermat e

René Descartes.

Figura 6 — Pierre de Fermat.
Fonte: Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fermat/pictdisplay/.
Acesso em: 08 dez. 2023

Embora Fermat tenha hesitado em publicar suas descobertas, Descartes nao s6 as incluiu em
seu famoso “Discurso sobre o Método” de 1637, mas também anexou “La Géometrie”, obra

que viria a ser reconhecida como a fundagdo da Geometria Analitica.
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Figura 7 — René Descartes.
Fonte: Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Descartes/pictdisplay/.
Acesso em: 08 dez. 2023

Descartes, em sua exploracdo das equacdes algébricas sob a luz da Geometria Analitica,
expressou uma observacdo notavel: as solucdes de uma equagdo poderiam ndo ser sempre
numéricas no sentido tradicional. Ele abriu caminho para a aceitacao de solucdes que mais tarde
seriam chamadas de “imaginéarias”.

O desenvolvimento subsequente dos nimeros complexos contou com as contribuigdes
de varios matematicos, mas foi Leonhard Euler (1707-1783) quem desempenhou um papel
decisivo na formalizacao e popularizagcdo de sua notagdao. Nascido em 1707, Euler testemunhou
o florescimento do Célculo e contribuiu imensamente para a matematica com suas publicagoes.
Apesar de sua saude debilitada na velhice, sua produtividade intelectual permaneceu inabalavel

até sua morte em 1783.

Figura 8 — Leonhar Eule.
Fonte: Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Euler/pictdisplay/.
Acesso em: 08 dez. 2023

€C 9
l

Dentre suas muitas contribuicgoes, esta a ado¢ao do simbolo “i”, introduzido em sua obra
em 1777, para representar a raiz quadrada de —1. Um avancgo simbolico que refletiu a transicao

de numeros outrora considerados impossiveis para entidades matemadticas plenamente
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l

reconhecidas. A escolha de Euler por propds uma maneira consistente de tratar essas
quantidades até entdo enigmadticas, facilitando sua manipulagdo algébrica e permitindo que
fossem incorporadas com maior facilidade em problemas matematicos e aplicagdes praticas.
Euler formalizou os nimeros complexos como expressdes da forma z = a + bi, onde a e b sdo
niimeros reais e i = —1. Sua notacdo e tratamento dos niimeros complexos nio sé resolveram
questdes de longa data sobre raizes quadradas de nimeros negativos, mas também langaram as

bases para a expansiva teoria dos numeros complexos, essencial para o avango da matematica

moderna, da fisica e da engenharia (CERRI; MONTEIRO, 2001).

2.5 O PLANO WESSEL-ARGAND-GAUSS

O desenvolvimento do plano complexo ¢ uma parte fascinante da historia da
matematica, marcada por contribui¢cdes notaveis de Caspar Wessel (1745-1818), Jean Robert
Argand (1768-1822) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Este conceito, fundamental no
estudo dos niimeros complexos, surge da associagdo entre estes numeros € pontos no plano
bidimensional, Figura 11.

Wessel, nascido em Josrud, Noruega, ndo era matematico de formagao, mas agrimensor.
Sua contribui¢do para a matematica veio com um artigo apresentado a Real Academia
Dinamarquesa de Ciéncias em 1797, publicado posteriormente em 1799. Neste trabalho
pioneiro, Wessel estabeleceu a base para o que hoje conhecemos como plano complexo. Mas,

infelizmente, permaneceu desconhecido pelo mundo matematico por quase um século.

Figura 9 — Caspar Wessel.
Fonte: Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Wessel/poster/lived/.
Acesso em: 09 dez. 2023
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Paralelamente, Jean Robert Argand, um guarda-livros suico nascido em Genebra,

também contribuiu significativamente para o desenvolvimento do plano complexo.

Figura 10 — Jean-Robert Argand.
Fonte: Disponivel em: https://prabook.com/web/jean-robert.argand/2202845#gallery.
Acesso em: 09 dez. 2023

Seu trabalho foi publicado em 1806 e posteriormente apresentado nos “Annales de
Mathématiques” de Gergonne em 1814. A falta de reconhecimento inicial do trabalho de
Wessel levou a que o plano complexo fosse comumente referido como plano de Argand (EVES,

2011).

Im(z)

8 Fimmimmie e e s

Re(z)

Figura 11 — Plano Complexo ou Plano Argand-Gauss.
Fonte: O Autor, 2023.
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Carl Friedrich Gauss, um dos matematicos mais influentes da historia, também
desempenhou um papel crucial no desenvolvimento do plano complexo. Sua contribuicao foi
apresentada em 1831 a Sociedade Real de Gottingen e mais tarde incluida em suas Obras

Reunidas.

Figura 12 — Johann Carl Friedrich Gauss.
Fonte: Disponivel em: https://www.inverse.com/article/44309-johann-carl-friedrich-gauss-math-statistics-
accomplishments. Acesso em: 09 dez. 2023

Gauss destacou que a ideia de representar numeros complexos em um plano ja estava
implicita em sua tese de doutorado de 1799. Essa afirmagao justifica por que, em algumas
ocasides, o plano complexo ¢ referido como Plano de Gauss.

Assim, a evolugdo do plano complexo ¢ um exemplo notavel de como ideias inovadoras
podem surgir de diferentes fontes € como o reconhecimento pode, as vezes, ser obscurecido,
alterando a atribui¢do de crédito na histéria da matematica. No capitulo seguinte,
aprofundaremos nosso entendimento sobre os nimeros complexos, explorando suas facetas
tanto algébricas quanto geométricas.

Nessa se¢do, o foco estard na representacdo desses numeros no plano complexo, um
método que associa cada elemento complexo a um ponto (afixo) ou vetor especifico. Este ponto
de vista facilita a visualizacdo de suas caracteristicas e operagdes fundamentais, abrindo
perspectivas para aplicagcdes em campos como engenharia elétrica e fisica quantica. Também
examinaremos como executar operacdes — adi¢do, subtracdo, multiplicagdo e divisdo — com
esses numeros, tanto do entendimento algébrico quanto do geométrico. Conceitos essenciais
como conjugado, mddulo e argumento serdo discutidos, evidenciando a importancia do plano
complexo para que a assimilacdo do conhecimento seja completa. Esperamos, assim, que o
leitor obtenha uma compreensao ampla e robusta sobre os nimeros complexos, percebendo sua

elegancia e aplicabilidade na matematica.
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3 A ALGEBRA E A GEOMETRIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos surgiram para solucionar uma questdo fundamental na
matematica: a inexisténcia de raizes quadradas de numeros negativos dentro do conjunto dos
nimeros reais. Para superar essa limitacdo, introduziu-se o conceito de unidade imaginaria,
denotada por i, que é definida pela propriedade i? = —1. Isso permitiu a criagdo de um novo
conjunto numérico, dos Numeros Complexos (C), que engloba todos os niimeros reais e ainda
mais, pois oferece uma estrutura capaz de resolver equagdes que antes eram insoluveis.

Um numero complexo € expresso na forma z = a + bi, onde a e b sdo nimeros reais €
i é aunidade imaginaria. A componente a representa a parte real de z (denotada como Re(z) =
a), enquanto b representa a parte imaginaria (denotada como Im(z) = b).

Essa estrutura numérica amplia significativamente o escopo da algebra e oferece
ferramentas poderosas para diversas areas da matematica e da engenharia, incluindo analise
complexa, resolugdo de equacdes diferenciais e representacao de fenomenos ondulatdrios, entre
outros.

Em resumo, temos:
z={a+bi,ab € R}
Z = a + bi, onde a ¢ a parte real, b a parte imaginaria e i a unidade imaginaria.

Re(z) =a,Im(z) =b

3.1 O PLANO COMPLEXO

Iniciar o estudo dos aspectos algébricos e geométricos dos niumeros complexos pelo
plano complexo ¢ uma escolha metodologica estratégica e eficaz por diversas razdes.
Primeiramente, a abordagem geométrica proporcionada pelo plano complexo oferece uma
compreensdo mais intuitiva e visual dos conceitos algébricos, facilitando o aprendizado e a
internalizacao das propriedades fundamentais dos nimeros complexos.

O plano complexo, a0 mapear os nimeros complexos em um contexto bidimensional,
permite a visualiza¢do de operagdes algébricas como operagdes geométricas. Por exemplo, a
adicdo e a subtracdo de numeros complexos podem ser representadas como a adicdo e a
subtracdo vetorial, respectivamente. Da mesma forma, a multiplicacdo e a divisao de nlimeros

complexos se traduzem em transformacdes geométricas de rotagao e redimensionamento.
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Essa representagao visual ndo apenas simplifica a compreensao de conceitos algébricos,
mas também enriquece a analise, permitindo o estudo de propriedades como simetria,
periodicidade e continuidade de uma maneira mais acessivel € menos abstrata. Além disso, o
plano complexo serve como uma ponte entre a teoria dos nimeros complexos e outras areas da
matematica, como a analise complexa e a geometria.

Ao comegarmos o estudo dos nimeros complexos pelo plano complexo, estabelecemos
uma base solida para a exploracao posterior dos aspectos mais abstratos e complexos da teoria.
Esta abordagem nao apenas fortalece a compreensao fundamental dos conceitos, mas também
motiva o interesse € a curiosidade, apresentando os nimeros complexos de uma maneira
visualmente atraente e conceitualmente rica. Portanto, a introdu¢do do plano complexo como
ponto de partida no estudo dos numeros complexos ¢ uma decisdo pedagdgica que alia rigor
matematico com didatica, proporcionando um caminho logico e eficiente para a exploragdo dos

diversos aspectos dessa area fascinante da matematica.

3.1.1 Representagao do nimero complexo no plano

O plano complexo, também conhecido como plano de Argand-Gauss, ¢ uma ferramenta
essencial na matemadtica para a visualizagdo e manipulagdo de numeros complexos. De fato,
este plano representa uma extensao do plano cartesiano tradicional, adaptado para incorporar a
natureza bidimensional dos nimeros complexos.

Neste plano, o eixo horizontal (eixo das abscissas) representa a parte real dos numeros
complexos, sendo denominado como eixo Re(z). Ja o eixo vertical (eixo das ordenadas) ¢
dedicado a parte imaginaria dos nimeros complexos, denominado como eixo Im(z). Essa
disposicao permite uma representacao visual direta e intuitiva dos numeros complexos.

Um numero complexo, expresso na forma a + bi, onde a e b sdo nimeros reaise i € a
unidade imaginaria, pode ser representado no plano complexo tanto como um ponto (afixo)
cujas coordenadas sdo (a, b), quanto como um vetor com origem em (0,0) e extremidade em
(a,b). Esta abordagem, conforme demonstrado na Figura 13, oferece uma visualizacdo
geométrica intuitiva e eficaz, destacando a natureza bidimensional dos numeros complexos e

facilitando o entendimento de suas operagoes e propriedades.
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Im(z) Im(z)

S

@

Figura 13 — Representagdo do numero complexo z = 2 + 2i no plano complexo.
A esquerda, z é representado geometricamente como um ponto no plano. Este ponto, conhecido como afixo,
esté localizado nas coordenadas (2,2).
A direita, 0 mesmo numero complexo é interpretado como um vetor. Este vetor origina-se no ponto (0,0) e tem
sua extremidade no afixo (2,2), ilustrando graficamente a magnitude e dire¢do de z no plano complexo.
Fonte: O Autor, 2023.

Por exemplo, a soma de dois numeros complexos corresponde a soma vetorial de seus
representantes no plano complexo, e o médulo € interpretado como a distancia da origem do
plano até o afixo.

Além disso, o plano complexo facilita a compreensao de conceitos como a multiplicagdo
de numeros complexos, que pode ser interpretada como uma combinag¢do de rotagdo e
escalonamento no plano, e a no¢ao de argumento de um ntimero complexo, que corresponde ao

angulo que o vetor, representando o nimero complexo, forma com o eixo real.

3.1.2 Moddulo e argumento de um numero complexo no plano

No plano complexo, cada nimero complexo z, expresso na forma a + bi, € representado
por um ponto cujas coordenadas sdo (a, b). O modulo de z, denotado por |z|, ¢ definido como
a distancia da origem do plano, ponto (0,0), até o afixo, ponto (a, b).

Esta distancia, no contexto geométrico, corresponde a hipotenusa de um tridngulo
retangulo formado pelos segmentos de medidas a, b e |z|. A aplicagdo do Teorema de Pitagoras
a este triangulo, nos permite calcular o médulo de z. Conforme o teorema, a soma dos quadrados
das medidas dos catetos (neste caso, a e b, que sao as partes real e imagindria do nimero
complexo, respectivamente) ¢ igual ao quadrado da medida da hipotenusa (o modulo de z).

Assim, a formula para o modulo de um nimero complexo z ¢ dada por:
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|z| =+ a? + b?

Essa relacao nao apenas fornece um método para calcular o modulo, mas também
sublinha a conexao intrinseca entre a algebra e a geometria no estudo dos nimeros complexos,
como podemos observar na Figura 14. A representacdo geométrica do mdédulo como uma
distancia no plano complexo torna o conceito mais acessivel e compreensivel, especialmente

em aplicag¢des que envolvem a visualizagao de complexos e suas propriedades.

Im(z)

90°

4
a

Re(z)

Figura 14 — M6dulo de um numero complexo.
Fonte: O Autor, 2023.

No estudo dos nimeros complexos, além do médulo que representa a magnitude, outro
conceito fundamental ¢ o argumento, que indica a dire¢do de um niimero complexo no plano
de Argand-Gauss. O argumento de um numero complexo ¢ definido como o angulo formado
entre o eixo real positivo e o vetor que representa o numero complexo, medido no sentido anti-
horério, como podemos verificar na Figura 15. Em termos geométricos, o argumento de z,
denotado por arg(z), é o angulo 8 que o vetor representativo de z faz com o eixo real positivo.

arg(z) =6
Se considerarmos um nimero complexo z = a + bi, o argumento de z, denotado como arg(z),

¢ o angulo 6 tal que:

cos =— . a=|z|cosO

sin@ =— «~ b=|z|sin0
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A partir desta relagdo, € possivel extrair a expressao de z em sua forma polar. Nos
aprofundaremos neste assunto em sec¢des futuras, mas por ora, ¢ relevante ter em mente que
esta forma ¢ particularmente util, pois fornece uma representacdo do complexo que enfatiza sua
magnitude (mddulo) e dire¢do (argumento). Assim, a0 combinar estas relagcdes, obtemos:

z=a+ bi
zZ=|z|cos@ + |z|sinBi

z = |z|(cosB + isin @)

Im(z)

Figura 15 — Argumento de um niimero complexo.
Fonte: O Autor, 2023.

O conceito de argumento ¢ crucial para operacdes como a multiplicagdo e divisdo de
numeros complexos, pois estas operagdes envolvem ndo apenas a alteracdo do modulo dos
numeros, mas também a rotacdo de seus vetores no plano complexo. Assim, o argumento
oferece uma interpretagdo geométrica para tais operagdes, evidenciando a riqueza e a elegancia

da matematica dos nimeros complexos.

Exemplo: escreva na forma polar o nimero complexo z = 2 + 2i.

1) Calculo do modulo.
|| = /a? + b2
2| =22 + 22
lz| = V4 +4
|z| =8
|z| = 2V2
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2) Célculo do argumento.

a
cosf = —
|z|
g 2 1 V2 V2 2
CcoS = — = — = —
2V2 V2 V2 V4 2
(2)
0 = arccos| —
2
6 = 45° ou —
= ou4
) b
sinf = —
||
- 1 V2 V2 2
Sin = — = — = —
2V2 V2 V2 VA 2
(%)
0 = arcsin| —
2
T
6 = 45° ou —

Conforme estabelecido, a representa¢do polar de um niimero complexo z = a + bi ¢

dada por z = |z|(cosO + isin 8), onde |z| ¢ 0o mddulo de z e 6 seu argumento.

Logo, na forma polar, z = 2 + 2i, é expresso como z = 2v2 (cosg + isin E)
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3.2  POTENCIAS DA UNIDADE IMAGINARIA i

Ao explorarmos a unidade imagindria i, nos deparamos com propriedades significativas,
particularmente ao investigarmos suas poténcias. Essas poténcias de i ndo apenas revelam
caracteristicas Unicas, mas também exibem um comportamento ciclico importante, que se
manifesta claramente através de uma analise algébrica como veremos mais abaixo.

Este padrao ciclico ndo s6 ¢ fundamental para a compreensao dos nimeros complexos,
mas também ¢ crucial em diversas aplicagdes matematicas, onde a periodicidade e a simetria
desempenham papéis-chave. A medida que avangarmos, vamos examinar como as poténcias de
i se desenvolvem e se repetem, evidenciando a elegincia e a coeréncia subjacentes no universo

dos nimeros complexos.

3=i%2-it=(-1)i=-i
A partir daqui o ciclo se repete:
t=3-it=(-)-i= -i?=1
P=i*ti'=(-1D-i=i
= -it=iri=it=-1
i7=i%it=(-1)-i=-i

Ao continuarmos a calcular as poténcias, as respostas sempre serdo elementos do
conjunto {1,i,—1,—i}. Entdo, para encontrarmos uma poténcia da unidade i", faremos a

divisdo de n (o expoente) por 4, e o resto dessa divisdo serd o novo expoente de i, r = {0,1,2,3}.

Exemplos:
103
i103 - Se - = 25, comresto3 . (1903 = {3 =i
1086
j1083 5 Se =271,comresto2 ~ (108 = 2 =1
121

i’ - Se T=30,comrest01 Lol =l =
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Assim como no contexto algébrico as poténcias de i revelam uma sequéncia ciclica, na
perspectiva geométrica, observamos um padrdo de rotacdo consistente e repetitivo, como
podemos observar na Figura 16:
i® = 1: No plano complexo, esta poténcia pode ser representada por um vetor unitario no eixo
real positivo, pois qualquer nimero, exceto zero, elevado a poténcia zero ¢ igual a 1.

il =i: Aqui, o vetor gira 90° no sentido anti-horario a partir da posi¢do inicial em i°,
posicionando-se no eixo imaginario positivo.
2 _

i —1: Continuando o movimento no sentido anti-horario, o vetor agora gira mais 90°,

alinhando-se com o eixo real negativo. Esta é uma rotacdo total de 180° desde i°.
i3 = —i: Uma terceira rotagdo de 90° move o vetor para o eixo imaginario negativo, totalizando
uma rotagdo de 270° desde o inicio.
i* = 1: Com mais uma rotagdo de 90°, o vetor retorna a posi¢do original em i°, completando
um ciclo total de 360°.

Esse padrao se repete com cada poténcia de i, representando uma rotagao de 90° no

sentido anti-horario. Geometricamente, isso equivale a multiplicar um nimero complexo por i,

que sempre resulta em uma rotacdo de 90° no sentido anti-horario no plano complexo.

Figura 16 — Poténcias de i no plano complexo.

zo=i=1, z,=i'=i=0+1i, z,=i?=-1=—-1+40i, zz=i=—-i=0—-1i
Z1 Z1 Z1
.
z, zy z, z, z, 4
-1 0 1 d 0 0
» " L
23 23 23
Afixos das poténcias de i no As poténcias de i estdo sobre o O poligono regular de quatro
plano complexo. A distribuig¢do circulo unitario, destacando a lados inscrito no circulo unitario
desses pontos revela sua natureza  propriedade de que esses pontos sintetiza a regularidade ¢ a
rotacional. Cada poténcia tém magnitude (ou médulo) 1. periodicidade das poténcias de i,
sucessiva corresponde a uma Isso significa que a multiplicacdo reiterando a natureza periodica
rotacdo de 90° no sentido anti- por i ndo altera a magnitude, dessas poténcias e sua relagao
horario. apenas sua dire¢ao. com as rotagdes de 90°.

Fonte: O Autor, 2023.
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3.3  OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS: FORMA ALGEBRICA

As operagdes com niumeros complexos na forma algébrica seguem regras e propriedades
especificas que, embora se assemelhem as operagdes com numeros reais, possuem
particularidades inerentes a natureza dos numeros complexos.

Nas secdes subsequentes, detalharemos cada uma dessas operagdes. Inicialmente,
abordaremos a adicdo e a subtragdo, operagdes que destacam a natureza bidimensional dos
numeros complexos. Em seguida, exploraremos a multiplicagdo, que, além de combinar as
partes reais e imagindrias, introduz uma interagdo com a rota¢ao no plano complexo. Por fim,
a divisdo, talvez a mais exigente das operagdes, pois revela a necessidade de estratégias
adicionais, como a multiplica¢do pelo conjugado, para efetuar calculos que, a primeira vista,

podem parecer desafiadores.

3.3.1 Adigdo de nimeros complexos na forma algébrica

A operacao de adigdo de nimeros complexos ¢ direta, seguindo principios similares aos
da adi¢do de vetores no plano. Quando adicionamos dois numeros complexos, z; = a + bi e
z, = c +di, estamos, efetivamente, adicionando suas partes reais e 1magindrias
separadamente. O resultado ¢ um novo nimero complexo onde a parte real ¢ a soma das partes
reais, € a parte imaginaria ¢ a soma das partes imagindrias. Algebricamente, isso pode ser

CXpresso comao:

7z, + 2z, = (a + bi) + (c + di)
z1+z,=(a+c)+ (b+d)i

Exemplos:
a)2+3D)+G+20)=Q2+5)+@B+2)i=7+5i
b)3+2)+(6+1)=@B+6)+2+1)i=9+3i

Nas proximas segdes, veremos o modo como essa operacdo pode ser visualizada
geometricamente, onde cada numero complexo ¢ representado por um vetor. A soma resulta

um vetor que € a diagonal principal do paralelogramo formado pelos vetores originais.
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3.3.2 Subtrag¢do de nimeros complexos na forma algébrica

A subtragdo de nimeros complexos segue um raciocinio similar. Para subtrair z, de z;,

subtraimos as partes reais € as partes imagindarias, separadamente.

z, — zy = (a + bi) — (¢ + di)
z1—2,=(a—c)+(b—d)i

Exemplos:
a)2+3)—-G+20)=2-5+B-2)i=-3+1i
b)3+20))—(6+1)=B-6)+2—-1i=-3+1i

Ao subtrair um numero complexo de outro, estamos, no plano complexo, encontrando
a diagonal secundéaria do paralelogramo formado pelos vetores correspondentes. Essa
interpretagdo geométrica nao apenas facilita a visualiza¢ao da operacao, mas também ajuda a

entender as relagdes espaciais entre nimeros complexos, como veremos mais adiante.

3.3.3 Multiplica¢do de nimeros complexos na forma algébrica

A multiplicagdo de nimeros complexos ¢ uma operacdo que combina tanto as partes
reais quanto as imaginarias dos nameros envolvidos, resultando em um produto que reflete uma
interacao mais ampla do que a observada na adigdo e subtragao.

Quando multiplicamos dois nimeros complexos, z; = a + bi e z, = ¢ + di, aplicamos
a propriedade distributiva da multiplicagdo sobre a adi¢do, tratando i como uma variavel, mas

lembrando que i? = —1. A férmula para a multiplicagdo é:

z1+Z, = (a + bi) - (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi?
Zy "2z, = ac + adi + bci + bd - (—1)
Z1'Zy = ac + adi + bci — bd
Z,1 -z = (ac — bd) + (ad + bc)i

Esta formula mostra que o produto de dois nimeros complexos resulta em um novo

nimero complexo, cuja parte real € ac — bd e a parte imaginaria ¢ ad + bc.
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Conforme exploraremos em detalhes nas proximas sec¢des, geometricamente, a
multiplicagdo de numeros complexos pode ser vista como uma combinagdo de rotagdo e
alteracdo de escala no plano complexo. Cada numero complexo pode ser representado por um
vetor neste plano, e a multiplicagdo envolve girar um desses vetores em torno da origem (o
angulo de rotagdo ¢ a soma dos angulos que cada numero faz com o eixo real) e, em seguida,
ampliar ou reduzir a distancia desse vetor a origem. Essa alterag¢@o na escala ¢ proporcional ao

produto dos modulos dos numeros complexos envolvidos.

Exemplo:
zy=2+4+3iez,=3-2i
12y =2"3+2-(=20)+3i-3+3i-(—2i)
Zy 2, = 6 — 40 + 90 — 6i°
Z1° 2, =6+50—6.(—1)
Z1°Z, =6+5i+6
Z1°Z, =12+ 5i

3.3.4 Divisao de numeros complexos na forma algébrica

A divisdo entre numeros complexos, embora mais exigente do que a adi¢do, subtragio
e multiplicagdo, segue um método sistematico. Para dividir dois numeros complexos como
esses: z; = a + bi e z, = ¢ + di, onde z, # 0, empregamos o conceito de conjugado de um
complexo para eliminar a unidade imaginaria do denominador.

O conjugado de um nimero complexo z = ¢ + di ¢ definido como Z = ¢ — di. A chave
para a divisdo ¢ multiplicar tanto o numerador quanto o denominador pelo conjugado do
denominador. Vejamos:

a_4an

Zy 2y Zy

zy _a+bi c—di
z, c+di c—di

z; _ac —adi + cbi — bdi?

z, ¢ —cdi+ cdi —d?i?

z; _ac—adi+ chi— bd(-1)
Z, c2—d?(-1)
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z; _(ac+bd) + (bc — ad)i

Z, cz + d?

Esta formula permite a divisdo de dois nimeros complexos, resultando em um nimero

bd) (bc—ad)

. , (ac+ . ., e,
complexo cuja parte real é —2,gz © aparte imaginaria ¢ —5—:".

Exemplo:

. . VA
z1=2-3iez,=3—1, calcularz—1
2

zy 2-30i 2-3i 3+i
Z, 3—i 3—i 3+4i
zy 6+ 20— 9i—3i?
Zz, 9+43i—3i—i2
zy _ 6—7i—3(-1)
z,  9-(=1

z1 9-7i
z 10

zz 9 7 .
z 10 10'

Geometricamente, a divisdo de nimeros complexos pode ser vista como uma operagao
inversa a multiplicagdo. Ela envolve uma combina¢ao de rotacdo inversa e mudanga de escala
no plano complexo. Essa interpretagao sera mais explorada posteriormente, destacando a beleza

e elegancia da algebra e da geometria dos nimeros complexos.

3.4  OPERACOES: ABORDAGEM GEOMETRICA E FORMA POLAR

No estudo dos numeros complexos, diferentes operagdes podem ser mais intuitivamente
compreendidas e realizadas ao adotarmos abordagens distintas. Neste topico, exploraremos as
operagdes de adi¢do e subtragdo através da abordagem geométrica e as operagdes de
multiplicagdo e divisdo utilizando a forma polar. Esta escolha de abordagens ¢ motivada pelas
caracteristicas intrinsecas de cada conjunto de operagdes, e como elas se manifestam no plano
complexo.

A adicdo e subtragdo de nimeros complexos sdo operagdes que se beneficiam
grandemente de uma interpretagdo geométrica. A adicdo (ou subtracdo) de dois numeros

complexos pode ser visualizada como a adi¢do (ou subtragdo) vetorial destes pontos, uma
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abordagem que fornece uma compreensao visual e direta do resultado dessas operagdes. Esta
interpretacdo geométrica ndo apenas simplifica a compreensao dessas operacdes basicas, mas
também oferece insights sobre a natureza bidimensional dos nimeros complexos.

Por outro lado, a multiplicagdao e divisdo de niimeros complexos sdo operagdes que
ganham uma nova dimensdo de simplicidade e elegancia quando abordadas na forma polar.
Nesta representacdo, um nimero complexo ¢ expresso por seu modulo (distancia da origem ao
afixo) e argumento (angulo com o eixo real). A multiplica¢do resulta na multiplicagdo dos
modulos e na adigdo dos argumentos, enquanto a divisao ¢ realizada dividindo-se os modulos
e subtraindo-se os argumentos. Esta abordagem destaca o poder da forma polar em simplificar

operagdes que, de outra forma, seriam mais exigentes na forma algébrica.

3.4.1 Adicdo e subtragdao de nimeros complexos, uma abordagem geométrica

Quando adicionamos dois nimeros complexos, representados por vetores, o vetor
resultante da adicdo corresponde a diagonal principal do paralelogramo formado por esses
vetores. Esta representagdo geométrica ndo apenas simplifica a compreensdo da operagdo de
adi¢do, mas também oferece uma visualizacdo intuitiva e significativa do processo.

De maneira similar, a subtracdo de nlimeros complexos pode ser visualizada como a
diagonal secundaria do paralelogramo formado pelos mesmos vetores. Esta abordagem
geométrica para a subtragao nos permite entender como um numero complexo ¢ subtraido de
outro no plano complexo, resultando em um vetor que representa a diferenca entre os dois
pontos no plano, visualizado como a diagonal secundaria do paralelogramo.

Tomemos como exemplo os nlimeros complexos z; = 1+ 2iez, = 3 + 1.

Geometricamente, como ilustrado na Figura 17, a soma dos vetores z; e z, corresponde
ao vetor z3 = 4 + 3i, que ¢ a diagonal principal do paralelogramo formado por z; e z,. Por
outro lado, a subtracdo de z, de z; ¢ representada pelo vetor z, = —2 + i, que corresponde a

diagonal secundaria do paralelogramo.
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Z3=4+3

Figura 17 — Adigao e subtragdo de nimeros complexos, uma abordagem geométrica.
Zy + z, = z3 = 4 + 3i (diagonal principal do paralelogramo)
zy — Z, = 7, = —2 + i (diagonal secundaria do paralelogramo)

Fonte: O Autor, 2023

3.4.2 A Forma Polar de um niimero complexo

Como discutido anteriormente, a forma polar de um numero complexo ¢ uma alternativa
a representacdo algébrica, proporcionando uma perspectiva valiosa para o estudo das
propriedades e operacdes de tais numeros. Essa abordagem ¢é particularmente util para
multiplicagdo e divisdo, pois simplifica consideravelmente essas operagdes. Na forma polar,
um nimero complexo € representado por dois parametros: seu modulo (ou magnitude) e seu

argumento (ou angulo), como podemos observar na figura 18.

Im(z)

z = |z|(cosf + isend)

Figura 18 — Forma polar de
um nimero complexo.
Fonte: O Autor, 2023.
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Exemplo: escreva na forma polar o nimero complexo z = 1 + i
1) Calculo do médulo.

2| = /a? + b2

2l =12 + 12
2l =VT+1
|z| =2

2) Calculo do argumento.

| =

cosfO =

N

SERE

1
cosf =—=

V2

sl -
ol

0 = arccos(

EE

6 = 45° ou

BN

| o

sinf =

N

SlS

] 1
sinf = —=

V2

sl -
ol

0 = arcsin(

EE

IR

6 = 45° ou

P T . . T
Portanto, na forma polar, z = 1 + i, é expresso como z = V2 (cosz + isin Z)'

42
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3.4.3 Multiplica¢do de nimeros complexos na forma polar

Consideremos os numeros complexos z; e z,, dados na forma polar:

7z, = |z1|(cos @ + isinO) e z, = |z,|(cos a + i sin a).

O produto z; - z, ¢ dado por:

zy " Zy = |z1|(cos @ + isin@) - |z,|(cos a + i sin @)

Zy " Zy = |z4| * |23 - (cos 8 + isinB) - (cosa + isin a)

Zy 2, = |24 |2z,| - (cosB - cosa + cosB -isina + isinf -cosa +isinf -isina)

Zy 2, = |z4|*|2z,| - (cos B - cosa + cosB -isina + isinf - cosa —sinf - sina)

Zy 2, = |z4|*|2z,| - (cos B - cosa — sin @ - sina + cos @ - isina + isin 6 - cosa)

Zy " Zy = |zq| " |2y - ((cos@-cosa—sin@-sina) + (cos@-isina+isin0-cosa))

Zy " Zy = |zq| |2 - ((cos@ scosa —sin®@ -sina) + i(cos0 - sina+sin9-cosa))

Zy Zy = |z4| - |23]| - (cos(@ + a) + isin(0 + a))

Logo, para multiplicar dois nimeros complexos
na forma polar, basta multiplicar os mddulos e
somar os argumentos, Figura 19. Tomemos
como exemplo os nlimeros complexos:
Zy=2+1
Z, =2+21

Forma algébrica:
2122=4‘+4‘l+21_2

Zl'Z2=23:2+6i

Forma polar:
z, = \/g(cos 26,6° + isin 26,6°)
z, = V8(cos 45° + i sin 45°)
Z3 = V40(cos 71,6° + i sin 71,6°)

. z3=2+6i
5
4
3
Z5=2+2i
5 2
Z4 =2+i
1 o
71.6
45°
26.6°
0 1 2 3

Figura 19 — Multiplica¢do de nimeros complexos na
forma polar.

Fonte: O Autor, 2023
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3.4.4 Divisdo de nimeros complexos na forma polar
Sejam os numeros complexos z; e z,, dados na forma polar:

7z, = |z1|(cos @ + isinO) e z, = |z,|(cosa + i sina)

z; _|z| (cos@ +isin6)

z, |z,] (cosa+isina)

zy  |z1| (cosB +isinfB) (cosa —isina)

Z, |z;| (cosa+isina) (cosa —isina)

z z
2_12%. (cos@ -cosa +sinf -sina) + i(cosO -sina + cosa - sinH)
2 2
z z
Z_lzl (cos(8 — @) + i(sin(6 — @)))
zZ; |z,

Portanto, para dividir dois nimeros complexos, dividimos seus mddulos e subtraimos

seus argumentos. Tomemos como exemplo z; = 2 + i e z, = 2 + 2i, Figura 20.
Forma algébrica: Forma polar:
21 241 2-21 zZ, = V5(cos 26,57° + i sin 26,57°)
z, = V8(cos 45° + i sin 45°)

Z, 2420 2-2i

Z; 3 1.
—=zZz3=—=—=1
Z, T4 4 Z3 = %(cos 341,57° + isin341,57°)
Z,=2+2i
2
zy =2 ¥]
1
45°
26.57°
0 1 2
341.57°
= é _ 1 Figura 20 — Divisdo de nimeros
B ?
4 4 complexos na forma polar.
Fonte: O Autor, 2023.
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4 PROPRIEDADES DOS NUMEROS COMPLEXOS

A multiplicagdo de dois numeros complexos pode ser visualizada geometricamente

como uma combinacdo de escala e rotagao. Podemos usar essa interpretacao para realizar a

multiplicagdo de dois nimeros complexos mantendo um vetor fixo, Figura 21. Para entender

como fazer isso, veja esse exemplo:

(a+ bi) - (c+di) = ac + adi + cbi + bidi = (ac — bd) + (ad + cd)i
(a + bi) - (c +di) = a(c + di) + bi(c + di), onde (¢ + di) é um vetor v fixo.

Para manter o vetor v fixo, multiplicamos o vetor v pela parte real e pela parte imaginaria.

Isso nos permite realizar as seguintes operagoes:

a) Multiplicar o vetor v por um numero real a, av.

se a > 1 hd uma expansao do vetor v,
se 0 < a < 1 ha uma retragao do vetor v,

se a < 0 ha uma inversdo do vetor v.

b) Multiplicar o vetor v pela unidade imaginaria: (bi)v, isso fara com que ele escale e rotacione

90° no sentido anti-horario. A escala dependera do mddulo de b, assim como explicado acima.

¢) Adicionar os vetores resultantes.

Dessa forma, multiplicar dois nimeros complexos ¢ o mesmo que adicionar dois vetores

perpendiculares, de tal modo que o primeiro vetor a(c + di) é um multiplo do vetor v, e o

segundo vetor bi(c + di) ¢ multiplo e perpendicular ao vetor v.

2,=2+2i

\ =T ;
22—4+1

2, =6+ 10]

Figura 21 — Multiplicaggo, de
nimeros complexos, usando a
técnica de vetor fixo.

zy=2+2i
Z, = 4 + i (vetor fixo)
Zy 2y = 2(4+10) + 2i(4 + 1)
Zy"Zy = Zy + Zs

21'22223=6+10i

Fonte: O Autor, 2023.

90° 1 2 3 4 5 6 7
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4.1 PROPRIEDADE COMUTATIVA

A propriedade comutativa ¢ uma das propriedades basicas da aritmética, e ela se aplica
também aos numeros complexos. A propriedade comutativa afirma que a ordem na qual
realizamos uma operacdo nao afeta o resultado. Em outras palavras, se temos dois nimeros
complexos z; e z,, a ordem em que os adicionamos ou os multiplicamos ndo muda o resultado.
Algebricamente, podemos escrever a propriedade comutativa como:

Z1+ 2z, =2, + 24
Z1"Zy =2y 73

Ou seja, se adicionarmos dois nimeros complexos z; e z,, teremos 0 mesmo resultado
se trocarmos a ordem dos termos e adicionarmos z, e z;. Isso também vale para a multiplicagao
de dois nimeros complexos. O resultado serd o0 mesmo, independentemente da ordem em que
os multiplicarmos, Figura 22. Podemos verificar a propriedade comutativa ao considerarmos os
nimeros complexos z; = 2 + 2i e z, = 4 + i, vejamos:

Zy=2+2iez,=4+1i
Z1+2,=Q2+20))+@+i)=6+3i
Z,+z; =@+ +Q2+2i))=6+3i
212, =2+20)-(4+i)=6+10i
zy zy=@+10)-(2+2i)=6+10i
Podemos ver que, em ambos os casos, a propriedade comutativa ¢ satisfeita e que a ordem em

que os numeros complexos sdao adicionados ou multiplicados nao afeta o resultado.

z.=6+10i
10 — 1
9 L= \ Figura 22 — Propriedade comutativa
NED = = m] dos nimeros complexos
’/24: -2+ 8 \ .25:8+81 7y =2+2i
)‘ 7 :“71 Zz = 4‘ + i
\ Z1° 2y =2, =6+ 10i
I"‘ 6 {‘.
I’ \ Z2'21=Z7=6+10i
\ 5 ’Al
\ Fonte: O Autor, 2023.
\
\ 4
A“i“ 3
2‘1 L \ 23=8+2i
« 7 =-21+2i — . N
6 \ z,=2+2 et
\ Zy=4+i
—2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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4.2  PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA ADICAO

Essa propriedade afirma que, ao adicionar trés ou mais nimeros complexos, podemos
associa-los de diferentes maneiras, e o resultado sera o mesmo. Formalmente, se tivermos trés
nimeros complexos quaisquer z4, Z, e Z3, a propriedade associativa da adi¢ao diz que:

(z1+2)+ 23 =21+ (2, + 23)

Ao adicionar trés nimeros complexos, podemos agrupar os dois primeiros (z; + z,) e,
em seguida, adicionar o terceiro (z3) ou agrupar o segundo e o terceiro (z, + z3) e, em seguida,
adicionar o primeiro (z;). Independentemente da ordem em que forem agrupados, o resultado
serd o mesmo, Figuras 23 e 24. Um exemplo dessa propriedade pode ser visto abaixo:

Sejam z; = —4 + 2i, z, = 3 + 3i, z3 = 4 + i. Entdo, temos:
(z1+2)+2z3=(—4+2i+3+3D)+U@A+)=(-1+5)+@+1i)=3+6i
Z1+ (2, +23) =(—4+20)+B+3i+4+i)=(—4+20)+(7+4i) =3+6i

" Zg = 3 + 6i
z, = -1+ 50
5 . . . .
Figura 23 — Propriedade associativa
da adi¢@o dos nimeros complexos:
i caso 1.
(21 +2) +2z3=(24+23) = 25
g 2, =8 +3i

(—4+2i+3+3D+M+10) =
z,=-4+2i " (—1+5)+@+1i)=3+6i
Fonte: O Autor, 2023.

\ zz=4+i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
L Z5=3 +6i
5 Figura 24 — Propriedade associativa
da adig¢@o dos numeros complexos:

4 2, =T+4 caso 2.

" i 21+ (2 +23) = (21 +24) = 25
z,=3+3i

(—44+2)+(B+3i+4+10) =
(=442 + (7 +40) =3 +6i

2, =-4+2i 2

Zy =4+
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43  PROPRIEDADE ASSOCIATIVA DA MULTIPLICACAO

A propriedade associativa da multiplicacdo afirma que a forma como os numeros
complexos sdo agrupados ndo afeta o resultado da multiplicagdo. Formalmente, sejam
Z4,Z, € Z3 numeros complexos quaisquer, a propriedade associativa da multiplicagdo pode ser
escrita da seguinte forma: (z; - z3) * Z3 = 71 * (23 * Z3).

Isso significa que o produto dos nimeros complexos (z; * z,) pode ser multiplicado por
z5 em qualquer ordem, ou que o produto de (z, - z3) pode ser multiplicado por z; em qualquer
ordem, e ainda assim o resultado serd o mesmo, Figuras 25 e 26. Podemos verificar a
propriedade associativa da multiplicagdo da seguinte forma:

Sejam z; = 2i, z, = 2+ 2i, z3 = 2 + i. Entdo, temos:
(217 23) " z3 = [2D) - (2 +2D)]- (2 + D)
(z1°2y) z3=(—4+4i)-(2+10)
(z1723) 23 =—12+ 4i

7y (257 23) = 20D - [(2+ 20) - (2 + D]
7z, (2, 23) = (20) - (2 + 6i)
zy (25 23) = —12 + 4i

g =2 +6i
6 /
/// R
zg=-12+4i 27/;—'"4i \
z,=4+4i
2 =k | %12
N\ 2 2,=2+2i
\ 2, =2+i
2g=-12+0i \
-12 -10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6

Figura 25 — Propriedade associativa da multiplicacdo dos complexos: caso 1.
2y (2,7 23) = 21" 2 = 79
2y (zy°23) =20 [(2+20) - (2+1D)]
Zy (230 23) =20 (2+60) =—12 +4i
Fonte: O Autor, 2023.
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28=—4+E’ :
-t v ,
Zy = 124 25 =4 +4i 2y A
221=2i
22=2+2
\ > .
23=2+|
12 E 8 o 4 B 2 )
zg =-4+0i
5
z, -8 - 4

Figura 26 — Propriedade associativa da multiplicagdo dos complexos, caso 2.

(z1°25) z3=[Q2D -2+ 2)] - 2+1D)
(z172)) z3=(—4+4)-2+i)=-12+4i
Fonte: O Autor, 2023.

(21 2) " 23 = (26" 23) = 2o
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44  PROPRIEDADE DO OPOSTO DE UM NUMERO COMPLEXO

A propriedade do oposto dos nimeros complexos diz que, para todo nimero complexo
Z, = a + bi, ha um niimero complexo oposto, z, = —a — bi, tal que, z; + z, = 0. O oposto
de um nimero complexo pode ser obtido simplesmente trocando o sinal da parte real e da parte
imagindria do numero.

Se z; ¢ um numero complexo qualquer, entdo seu oposto (z,) mantém a mesma
magnitude e o mesmo modulo de z;, mas inverte o seu sentido, Figura 27. Portanto, sdao
simétricos em relacdo a origem. Por outro lado, o conjugado de um nimero complexo ¢
simétrico em relacdo ao eixo x, Figura 28. Além disso, o produto de um numero complexo por

seu conjugado sempre resultard em um nimero real puro, Figura 29.

25
;=242
2 2
z,=2+2
15
u u
1 1
0.5
25 =2 -15 1 -05 0.5 1 1.5 2 25 3 3. 49 0 1 2 3 4
-0.5
W
v ot gl
1.5
z,=2-2i
=7 =2 2
2,=-2-2
=25
Figura 27 — Propriedade oposto dos niimeros
) complexos. ) ) Figura 28 — O niimero complexo e seu
O oposto do numero complexo z; mantém o modulo, conjugado sdo simétricos.
mas inverte o sentido. . o
7 = 242 z, e seu conjugado z3 sdo simétricos em
! _ relagdo ao €ixo X.
Z, = —2-—2i

Z1:2+2l

|2,] = V22 + 22 = 22
|2, = (=2)? + (=2)? = 2V2

Z3 = 2—2iz

Figura 29 — O produto de um nimero
z,=2+2 complexo por seu conjugado.

g O resultado, desse produto, sempre serd um
numero real puro.

2,=8+0i Zy*Z3 =74

(2 +20) (2 —20) = (8 + 0i)

z,=2-21 Fonte: O Autor, 2023.
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5 PRIMEIRA FORMULA DE DE MOIVRE — POTENCIACAO

A primeira féormula de De Moivre relaciona os numeros complexos com a trigonometria.
Essa formula ¢ aplicada para poténcias inteiras de numeros complexos. Ela ¢ atribuida ao
matematico francé€s Abraham de Moivre (1667-1754), que a apresentou em seu livro “The

Doctrine of Chances” em 1718.

Figura 30 — Abraham de Moivre.
Fonte: Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/De_Moivre/pictdisplay/.
Acesso em: 09 dez. 2023

Veremos que a representacao polar de um nimero complexo ¢ especialmente apropriada para
operagdes de multiplicagdo entre esses nimeros.

Considere os seguintes numeros complexos, em sua forma trigonométrica (ou polar):
7z, = p1(cos By +isinf;) e 2z, =p,(cosB, +isinf,)
Zy*Zy = pq - p2(cos By +isinb,) - (cosB, +isinb,)
Zy " Zy = pq - P2(cosB; - cosB, + cosBy -isinf, +isinb; - cosB, + isinb; -isinb,)
Zy " Zy = pq * p2(cos By - cosB, +cosb; -isinb, + isinf; - cosh, —sinH; - sinH,)
Zy " Zy = pq - p2(cos By - cosB, +cosb; -isinb, + isinf; - cosH, —sinH; - sinH,)
Zy "2y = pq - py(cos By - cos B, —sin b, - sin O, + i(cos B, - sin B, + sin O, - cos b))
Zy 23 = Py p2(cos(01 + 63) + i(sin(6; + 63))

Podemos continuar:
Zy* 2y 23 = Py P2 " p3(cos(01 + 0, + 63) + i(sin(6; + 0, + 63))
Z1'Zy Z3" ."Zy = P1° P2 P33 . Pu(c0s(01+ 03+ 03+ -+ 0,) +i(sin(0;1 +0,+ 03+ -+ 0),))

Portanto, para obtermos o produto de dois ou mais nimeros complexos, multiplicamos os

modulos e adicionarmos os argumentos. Vejamos:
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z = p(cos B + isin @), entdo

z" = p"(cos(nB) + isin(nh)), onde n € Z

Se p = 1, obtemos a féormula de De Moivre:
z = p(cosB +isinB)
z" = (p(cos 6 + isin 0))n
z" = (1(cos 6 + isin 9))n
z" = (cos@ + isinf)"
Se (cos @ + isinB)™ = cos(nh) + isin(nh), entdo:
z" = cos(n0) + isin(nh)
A primeira formula de De Moivre tem aplicagdes em diversas areas da matematica,
como calculo, teoria dos numeros, geometria e fisica. Ela ¢ um exemplo de como a
trigonometria e os nimeros complexos estdo intimamente relacionados. Pode ser utilizada para

simplificar calculos envolvendo nimeros complexos elevados a poténcias inteiras. Por
. 10 , . .
exemplo, se quisermos calcular (\/§ + L) , podemos usar a Formula de De Moivre da seguinte

forma:

(\/§ + i)lo = p"(cos(nB) + isin(nh))

(V3+i)" = @ (cos (10 %) +isin (10 %))

N = ™ Lisin(s-F
(V3+i) =1024 (cos (5 3) + isin (5 3))
Exemplos geométricos da potenciagdo de um numero complexo:

Caso 1) se p = 1, quando o modulo for igual a 1.

Se p =1, entdo o nimero complexo z esta localizado na circunferéncia unitaria no
plano complexo. Neste caso, a poténcia z" tem modulo igual a 1, para qualquer valor de n.
Além disso, o argumento de z™ € n#, ou seja, € um multiplo inteiro do argumento original 6.
Portanto, a poténcia z" ¢ um numero complexo que esta localizado na circunferéncia unitaria e

forma um angulo n6 com o eixo real no plano complexo, Figura 31.
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Figura3l—-Sep =1

Vi V7
Zy = 7 + 71
Zy = (21)2
Z3 = (21)3
Zy = (21)4
Zy = (21)5
Ze = (21)6
Z7 = (21)7
Zg = (21)8

arg(z,)" = né

Fonte: O Autor, 2023.

Caso 2) se p > 1, quando o modulo for maior que 1.

Se p > 1, entdo o nimero complexo z esta localizado fora da circunferéncia unitéria no
plano complexo. Neste caso, a poténcia z" tem modulo igual a p", que aumenta
exponencialmente com n. Além disso, o argumento de z" € n#, ou seja, ¢ um multiplo inteiro
do argumento original 8. Portanto, a poténcia z™ é um numero complexo que esta localizado a
uma distancia cada vez maior do ponto (0,0) no plano complexo, ¢ que forma um angulo né

com o eixo real. Assim chamado extrator, Figura 32.

z
3 z
¢ 2

Zy 45°

—4 =2 2 4 6 8 10 12 14 16

-6

Z
-8 o ‘7

Figura32—-Sep > 1
z;=1+1i,2, = (Zl)za Z3 = (Zl)Sa Zy = (21)4, Zs = (Zl)sa Zg = (Zl)6a Zy; = (21)7, Zg = (21)8 arg(z,)" = nb

Fonte: O Autor, 2023.
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Caso 3) se 0 < p < 1, quando o modulo for maior que zero e menor que 1.

Se 0 < p <1, entdo o niumero complexo z esta localizado dentro da circunferéncia
unitaria no plano complexo. Neste caso, a poténcia z" tem moddulo igual a p™, que diminui
exponencialmente com n. Além disso, o argumento de z™ ¢é né, ou seja, ¢ um multiplo inteiro
do argumento original 6. Portanto, a poténcia z™ ¢ um nimero complexo que esta localizado
cada vez mais proximo do ponto (0,0) no plano complexo, e que forma um angulo nf com o

eixo real. Assim chamado atrator, Figura 33.

u.o

0.3

Figura33-Se0<p <1
_ 1 4 1.
Zy = (21)2, Z3 = (21)3, Zy = (21)45 Z5 = (21)55 Ze = (21)65 Z7 = (21)7, Zg = (21)8
arg(z,;)" =no

Fonte: O Autor, 2023.
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6 SEGUNDA FORMULA DE DE MOIVRE — RADICIACAO

A segunda formula de De Moivre ¢ derivada da primeira e trata da radiciagdo,
permitindo calcular a enésima raiz de um complexo. Dado um nimero complexo z ¢ um numero
natural n, existem exatamente n niameros complexos diferentes que sdo a enésima raiz de z.
Para calcular essas raizes, ¢ comum expressar o numero complexo z em sua forma polar:

z = p(cos 8 + isin @), onde p ¢ o modulo e 6 ¢ o argumento.

As raizes de indice n sdo dadas pela segunda formula de De Moivre.
0 2w (7] 2w
s ()12
Vz = z; ﬁ[cos<n+ ) +isin(—+k—
ke{0,1,23,..,n—1}

ApoOs k = n — 1, os valores comecam a se repetir. Portanto, de 0 an — 1 € possivel obter n

raizes distintas.

6.1 DEMONSTRACAO

Determinar todos os complexos z, tais que Vz = z.

Se z, = r(cos @ + i sin @), nossas incognitas sio r e . Aplicamos a definicio de Vz:
Vz=z, 0zl =z

Entdo:

r™(cosnf + isinnf) = p(cosf + isinh)

Exemplo: determinar as raizes quadradas de 2i.

1°) Escrever o nimero complexo z = 0 + 2i na forma trigonométrica:

Modulo:

|zl = JaZ + b2 - |z =02 +22 =Va =2

Argumento:

siné =—=E= 1 - 6 = arcsin(1) =90°=E
lz| 2 2

cos @ =i=9=0—> 0 =arccos(0)=90°=E
lz| 2 2

Desse modo, a forma trigonométrica de z = 2i ¢:

z = |z|(cos 8 + i sin @)



z=2 (cos (g) + isin (g))

2°) Calcular as raizes quadradas utilizando a formula de De Moivre.

n 0 21 /8 21
z, = /2| [cos<—+k—)+1-sm(—+k—>]
n n n

n
> 2 > 2
5 s 5 s
Zk=2\/§ cos %+k7 +i-sin %+k7
Primeira raiz z,. Parak = 0
> 2 > 2
_ 2 200 pisinl 24 02" )| =
ZO—\/ECOS 2+O2 +1i-sin 2+O2 =

Zg = w[cos (%) +i-sin (%)]
Zo = ng+1g =

ZO=1+i

Segunda raiz z;. Parak =1
5 2 5 2
5 s 5 s
Z; = V2| cos %+17>+i-sin<%+17 =
zZ, = \/—[cos( n)

T
4
51 51
zZ, = [cos( +i-sin (T ] =

+

i* sm(

T
V2 V2
3

7, =32 >

=-1-

7 RAIZES ENESIMAS E SEUS AFIXOS

Os afixos das raizes enésimas de um niimero complexo formam os vértices de um
poligono regular inscrito em uma circunferéncia de raio +/|z| e centro na origem. Isso acontece

porque, na forma polar, todos os afixos tém mesmo mddulo /|z| e seus argumentos diferem
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PR . . A 2T ~ .
por um multiplo inteiro do mesmo angulo —- Portanto, esses afixos estdo igualmente espagados

ao longo da circunferéncia e formam um poligono regular, Figuras 34, 35 ¢ 36.

Exemplo:

Determinar as raizes sextas do nimero z = 32v3 + 32i.

Primeiro devemos reescrever o nimero complexo na forma polar:

|z| =+a?+b%? o~ |z|= \/(32\/5)2 +(32)2 ~ |z| =64

a 32V3 43 V3 -
c059=ﬁ=7=7 9=arccos<7> 9282300
0= 32 1 g = ) (1) . 9_7-[_300

sin Tl 6a 2 —arcsm2 . =c=

z = |z|(cos @ + isenB)

z = 64(cos(30°) + i sen(30°))

J4 It ~ . . A . 6
Os modulos das 6 raizes sdo dados pelo raio da circunferénciar = V/|z| «r = V64 «~.r =2

~ 6
Enquanto os argumentos sao dados por 8 = 70 +k 27”

Argumentos Raizes sextas

Parak =0, 6 = 3?00 +0 36;00 n0=5° & 19 = 2(cos(5°) + isin(5°))
30° 360° ..

Parak =1, 0 = —+ 1 — 6 = 65° &~ 11 = 2(cos(65°) + isin(65°))
30° 360° ..

Parak =2, 0 = —+ ZT &0 =125° ~ 1, =2(cos(125°) + isin(125°))
30° 360° ..

Parak =3, 0 = —+ 37 ~ 0 =185° .~ 13 =2(cos(185°) + isin(185°))
30° 360° .

Parak =4, 0 = —+ 4 — 0 =245° -~ 1, = 2(cos(245°) + isin(245°))
30° 360° ..

Parak =5 6 =—+5 ~ 60 =305° ~ 1g=2(cos(305°) + isin(305°))
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zg = 2 (cos(5°) +i sen(5%))
O

= 1.99 + 0.17(

z; = 2 (cos(65°) +i sen(65%))
O

= 0.85 + 1.81i
® 7y = 2 (cos(125°) + i sen(125%))

= -1.15 + 1.64i
® 73 = 2 (cos(185°) +i sen(185%))

= -1.99 - 0.17(
® 74 = 2 (cos(245°) +i sen(245°%))

= -0.85 - 1.81i
® z5 = 2 (cos(305°) +i sen(305%))

= 1.15 - 1.641

Figura 34 — As raizes de um ntimero complexo t€ém o mesmo moédulo.
As raizes sextas do nimero complexo z = 32+v/3 + 32i tém o mesmo modulo, calculado por
r = %/|z| = ¥/64 = 2. Portanto, estdo sobre a circunferéncia de raio 2 e centro na origem.
Fonte: O Autor, 2023.
2, ) % Z
Cc
1 1
60
60° 60° z, Zy
1 1
3 60° il
60°
=1
5 %5
Zy _
Figura 35 — Os argumentos das raizes, de um numero Figura 36 — As raizes, de um niimero complexo,
complexo, sdo regulares. descrevem um poligono regular.
Os argumentos das raizes sextas de z = 32v/3 + 32i, As raizes sextas de z = 32v/3 + 32i, formam os

estdo dispostos, sobre a circunferéncia, de forma vértices de um poligono regular de 6 lados inscrito
regular em intervalos de multiplos inteiros de 60° na circunferéncia de raio 2

Fonte: O Autor, 2023.
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8 TEOREMA DAS RAIZES N-ESIMAS DE UM COMPLEXO

O Teorema das Raizes n-ésimas de um Numero Complexo ¢ um principio fundamental
na teoria dos nimeros complexos. O teorema afirma que a soma das raizes n-ésimas de qualquer
nimero complexo € sempre zero, desde que (n) seja maior que 1. Em termos matematicos, se

(z) € um nimero complexo e (wq, w,, ..., w,,) sdo suas raizes n-ésimas, entio:
wit+twy+--+w,=0

Este teorema ¢ uma consequéncia direta da formula de De Moivre, que fornece uma
maneira de calcular as raizes n-ésimas de um ntimero complexo.

A explicacdo geométrica para este teorema reside na representagdo dos numeros
complexos no plano Argand-Gauss; as raizes n-ésimas de um numero complexo sio
representadas como pontos em um circulo centrado na origem e sdo igualmente espagados ao
redor do circulo. Quando somamos todas essas raizes, os componentes real e imaginario de
cada raiz se cancelam, resultando em uma soma total de zero.

O Teorema das Raizes n-é¢simas de um Numero Complexo ¢ uma ferramenta poderosa
na analise de nimeros complexos e suas raizes. Ele fornece uma maneira simples de entender
a estrutura das raizes n-ésimas de qualquer nimero complexo e tem aplicagdes em varias areas
da matematica, incluindo algebra, analise complexa e teoria dos numeros. Para ilustrar este

teorema, consideraremos dois casos.

8.1 CASO 1, QUANDO n E IMPAR.

Determinar as raizes ctibicas de z = /3 + i, Figura 25.

Primeiro devemos expressar o numero complexo na forma polar:

|z| =+a?+b? - |z| = /(\/5)2+(1)2 =V4=2.:1z=2

a V3 V3 T
c059=m=7 ~ @ = arccos > 0262300
nf=—=1 . g= (1) . §="=30°

sin T2 =aresin(z) - =c=

z = |z|(cos 8 + isin @)
z = 2(cos(30°) + i sin(30°))



Os moédulos das 3 raizes de z sdo dados pelo raio da circunferéncia:

60

=lz| ~ r=132

Enquanto os argumentos sdao dados por:

0o 2

0==+k—

n n
Argumentos: Raizes terceiras:
Parak =0, 6 =2"+02"56=010° - z = 32(cos(10°) +isin(10°) = 1241+ 0,219i
Parak =1, 6 = 3?"°+ 1367"" -560=130° -~ z,=3/2(cos(130°) + isin(130°) = —0,81 + 0,965i
Parak =2, 6 = % + 2367"" -0 =250° -~ z3=13/2(cos(250°) + isin(250°) = —0,431 — 1,184i

Finalmente, z, + z, + z5 = (1,241 + 0,219i) + (—=0,81 + 0,965{) + (—0,431 — 1,184i) = 0

z,=-0.81+ 0.965i 2 == \/g + 19

1

z, =1.241 + 0.219i

z5=-0.431-1.184i

Figura 37 — Caso 1: a soma das raizes, de um complexo, ¢ igual a zero.

z=vV3+i
ZI+Z2+Z3=0

Fonte: O Autor, 2023.
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82  CASO?2, QUANDO n E PAR.

Determinar as raizes quartas de z = v/3 + i, Figura 26. Conforme calculamos, sua forma polar

¢ z = 2(cos(30°) + isin(30°)).

Os moédulos das 4 raizes de z, sdo dados pelo raio da circunferéncia:
4
r="4lz| ~ r=32

~ 6 2
Enquanto os argumentos sdo dados por 8 = ;0 + k 7”

Argumentos: Raizes quartas:

Parak =0, 6 = % + 0%"" 50 =010° -~ 2z = 32(cos(7,5°) + isin(7,5%) =1,18 + 0,16i
Parak =1, 6 = % + 1367"" 50=130° -~ z,=3/2(cos(97,5°) +isin(97,5°)) = —0,16 + 1,18
Parak =2, 6 = % + 2%"" >0 =250° -~ z3=3/2(cos(187,5°) + isin(187,5°)) = —1,18 — 0,16i
Parak =3, 6 = % + 3367"" -0 =250° -~ z,=32(cos(277,5°) + isin(277,5°) = 0,16 — 1,18i

Finalmente, z; + z, + z3 + z, = (1,18 + 0,16i) + (—0,16 + 1,18i) + (—1,18 — 0,16i) + (0,16 — 1,18i) = 0

-0.16 + 1.18i

.Zo:\/g—Fi

z, =1.18 + 0.16i

—1 0 2 3

z,=1.18 - 0.16i

z,=0.16 - 1.18i

Figura 38 — Caso 2: a soma das raizes de um complexo ¢ igual a zero.
z=V3+4+i,z1+2z,+23+2,=0
Fonte: O Autor, 2023.
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8.3  DEMONSTRACOES DO TEOREMA DA SOMA DAS RAIZES

Avangaremos com a apresentacao de trés demonstragdes distintas para o Teorema das
Raizes n-ésimas de um Numero Complexo. As duas primeiras abordagens sao amplamente
reconhecidas e estabelecidas no ambito da literatura matematica. Em contraste, a terceira
abordagem foi divulgada pela primeira vez na Revista do Professor de Matematica Online
(VAZ; VASCONCELOS, FILHO, 2016) e se destaca pela aplicagdo intensiva do software
GeoGebra. Esta abordagem estabelece uma conexao intima e significativa com a metodologia
que fundamenta o presente trabalho, demonstrando a aplicagdo pratica de ferramentas

computacionais no estudo dos numeros complexos.
Teorema: A soma das n raizes da equacio: z" — A = 0, onde A € C é igual a zero.
8.3.1 Demonstracgao I

Apesar de sua brevidade, esta demonstragdo incorpora a formula de Euler
(e“9 = cos 0 + isin 0), que pode representar um desafio significativo para a sua completa
compreensdo. A formula de Euler, que estabelece uma profunda relacao entre as fungdes
trigonométricas € a funcdo exponencial complexa, ¢ um conceito avangado que exige uma
compreensdo solida de varias areas da matematica. Sua compreensdo requer uma argumentacao
cuidadosa e bem articulada, que muitas vezes s6 ¢ abordada em detalhes em cursos avangados

de calculo.

io _ .. _n 9+2kTL’) .. (9+2k1‘[)) < <
e —cosH+Lsm9.Comozk—w/IAI(cos( — ) + isin{— ,(0<k<n-1),
sdo as n raizes da equacdo, entdo a soma de todas elas ¢

S = m(cos (%) + i sin (%) + cos (H%) + isin (94;1271) + ---+ cos (—9+2(Z_1)n) +

en

i 2mi\ ™
_ i (0427 9+2(n-Dm _<(eT> —1)
isin(mz(nﬂ))= n\/|A|<e79+el( ;Z‘)+...+elW) = "14|| —m—=L—

21
en —1

=0

i0 , i0

. en(e?™ —1) . en (cos(m) + isin(m) — 1)

VIAI| —57—= | = VI 27
en —1 en —1
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8.3.2 Demonstracao II

Esta demonstracdo emprega uma propriedade que surge ao dividir os elementos
consecutivos na soma das raizes. Esta abordagem se destaca por sua simplicidade e
acessibilidade, pois a propriedade em questdo ¢ obtida por meio de opera¢des fundamentais
com numeros complexos. Assim, esta demonstragdo ¢ mais facilmente compreendida, pois se
baseia em conceitos elementares, tornando-a uma ferramenta eficaz para introduzir os

principios bésicos da teoria dos nimeros complexos.

S = n\/m (cos (%) + i sin (%) + cos (etlﬂ) + i sin (etlﬂ) + --- 4+ cos (—6+2(:_1)n)) +

.. 6+2(n-1)rm , ; ~ . Z2 Z3
isin|———). Isto ¢, se denotamos as raizes por zy, Zy, ..., Zp_1, €ntd0: ===
1 2

1 = k= cos (27”) + i sin (27”) Assim, S = \/|A|(z, + kzy + k?z, + -+ k™ 1zy) =

Zn-2

2m) 4 i sin(27)) " -
VIA zy (L 4k + K2 + -+ k") = VA 2 (=) = V1Al 24 ((COS(“)+;i‘f(n)) 1> -

n (2m)+isin(2m)-1
|A|Z1(COS n'kl_sln T ):0

8.3.3 Demonstragdo III — Um caso especial

A terceira demonstragdo ¢ um produto da Investigacdo Matemadtica assistida pelo
software GeoGebra. Foi concebida a partir do estudo de uma propriedade especifica dos
poligonos. Esta demonstragdo foi publicada na Revista do Professor de Matematica Online, um
periddico cientifico da Sociedade Brasileira de Matematica. A propriedade em questdo afirma:
Para qualquer poligono dado, se tragarmos vetores de cada vértice até o ponto médio dos lados
ndo adjacentes e somarmos todos esses vetores, a resultante sera nula (VAZ,
VASCONCELOS, FILHO, 2016). Nesta demonstracao, os autores validam a universalidade
desta propriedade para todos os poligonos, utilizando a Investigagdo Matemadtica com o
GeoGebra. Apo6s a validagdo, eles perceberam que essa propriedade poderia ser aplicada para
provar o teorema da soma das raizes dos numeros complexos.

O aspecto crucial a ser destacado aqui ¢ que a demonstragao do resultado mencionado
foi alcangada gracas a interatividade que o software GeoGebra oferece ao usudrio. Esta

interatividade facilita a identificagdo de caracteristicas Uinicas que sdo essenciais para a
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elaboracdo de estratégias de generalizacdo da propriedade. Assim, o GeoGebra se torna uma

ferramenta poderosa para a descoberta e a demonstragao de novos resultados matematicos.

As n raizes do complexo A podem ser representadas como:
n 0+ 2km .. (0+2kn
z, = /4] (cos _— +lsm(—)),(0 <k<n-1)
n n
Geometricamente estas constituem os vértices de um poligono regular, de n lados, inscrito na

. N . . 2T . A . e g
circunferéncia de raio +/|A|, sendo (T) a medida dos seus angulos centrais. Dividiremos a

demonstragcdo em dois casos:

Quando n é par.

6+2km

. 0+2k .. .
Para cada raiz z, = \/|A| (cos (%) + lSll’l( )), (1 <k< %), existe outra zj + g,

diametralmente oposta, de tal forma que:

n
Zk+5=n\/|A| cos
n 0 + 2kn . (0 + 2kn

|A] (cos (T+ n) + isin <T+ n)) =

n 0+ 2km (04 2knm
|A| (—cos <—) —isin (—))
n n

0+2(k+ﬁ)n

5 9+2(k+2)n

+ i sin 2 =
n

Portanto, Y.;;_,z;, = 0
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Quando n ¢é impar.
Denotemos por M; o ponto médio do segmento AyAy.1,k = 1,2,...,n — 1, de tal forma que

M,, ¢ ponto médio de A,A;, tal como ilustra a Figura 39.

\| A

f n
Ao
A2

Figura 39 — Quando n ¢é impar.

Em relagdo a M,, o ponto médio de A;A,, observamos que as medidas dos angulos

, T y oy ’ n—-1 r .
M, 04, é - Por outro lado, se A; € o vértice que se obtém percorrendo —— Vértices no sentido

. L . s . A , (n—1\ (2
anti-horario a partir do vértice A,, tem-se que a medida do angulo A,04; é (nTl) (In) e,

n-—1

portanto, temos que: (T) (

2—n)+z=n.
n

n
Assim, o vértice A; € diametralmente oposto a M. Logo, M, A, ¢ paralelo a 04,

consequentemente, existe uma constante 0 < a < 1 tal que M,,0 = « O—AJ> Observe-se que j =

- 3 1 . A , 2
2+ (nTl) = % Para o ponto médio M;, uma vez que a medida do angulo M;0M,, é 7” temos
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que o vértice Aj,, € diametralmente oposto a My, logo M4, € paralelo a 04,4, devido a

simetria do problema, tem-se que |M1A]+1 | = |MnA] | cassim M;0 = a 04, ;.
Em geral, para cada ponto médio My (k = 1,2, ...,n) existe um unico vertice 4; (1 <

Jj < n), diametralmente oposto a este e vice-versa, de tal sorte que V j, k = 1,2, ..., n, tem-se:

L. j=k+1+ (nT_l), de tal forma que para os indices j =n+ 1,n+ 2,n + 3, ..., os vértices
correspondentes sdo A4, A,, As, ..., respectivamente.
II. Para os indices j dados em I, temos que My 4, € paralelo a 7;, consequentemente, existe

uma constante positiva a < 1 tal que M,0 = a O—A;

Por outro lado, no tridngulo de vértices A, M,, e O tem-se: A,M,, + M,,0 + 04,, = 0,

uma vez que M,0 = aO_A]) L= nTH AM, +«a TAJ + m =0. Analogamente, para

A;,M;e0:AM; + a 04,4, + O_Al) = 0. Procedendo dessa forma para n pontos médios

M, (k = 1,2, ...,n), obtemos as n equagdes vetoriais:

_— —

A,M,, + a 04, + 04, =0

A M; +a04,,; +04; =0

Ap_oMy 5 +a0A,_, +04, ;=0

Ap_My_{+a0A_{+04, ;=0

Equivalentemente: Yj—; ApMy + a X i 04, + (0A; + 04, + -+ 04,1 + m) =0, ou
seja: Yp_q AgMy + (@ + 1) Tp_y 04 = 0.
De acordo com Vaz et al (2016): Y¢_1 AxM, = 0, logo: (a + 1) Zﬁzlm =0, uma vez que

0 < a < 1, entdo: ¥}, 04, = 0.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

A matematica ¢, em sua esséncia, uma linguagem universal que permeia diversas areas
do conhecimento. Os Numeros Complexos sao um dos pilares fundamentais dessa linguagem.
No entanto, a compreensao plena de sua natureza e aplicabilidade muitas vezes ¢ ofuscada por
abordagens didaticas tradicionais que ndo exploram adequadamente sua riqueza algébrica e
geométrica.

Neste contexto, este trabalho surge pretendendo ser uma resposta critica a essa lacuna,
propondo uma metodologia que integra o software GeoGebra em consondncia com a
perspectiva logico-historica da matematica. Esta pesquisa ndo busca apenas aprimorar a
didatica dos Numeros Complexos, mas também visa transformar a maneira como os professores
e alunos percebem e interagem com esses conceitos, tornando o aprendizado mais intuitivo,
contextualizado e significativo.

A principal contribui¢do deste trabalho €, portanto, sugerir uma abordagem holistica que
tem o potencial de melhorar as praticas de ensino e aprendizagem dos nimeros complexos,
beneficiando tanto educadores quanto estudantes em sua jornada académica. E relevante
destacar que este trabalho ndo se limitou apenas a uma investigagdo teodrica, mas também
resultou na criagdo de um valioso objeto de aprendizagem, concebido para ser uma ferramenta
pratica e eficaz no processo de ensino-aprendizagem dos nimeros complexos.

Este objeto de aprendizagem ¢ pautado em uma abordagem que integra os aspectos
algébricos e geométricos dos numeros complexos. Esta dualidade permite que os conceitos
sejam explorados de maneira mais completa, proporcionando uma compreensdo mais robusta
e integrada do tema. Além disso, a utiliza¢do do sofiware GeoGebra mostrou-se uma ferramenta
valiosa na aprendizagem desse tema, permitindo a apresentacao das operagdes e propriedades
em dois niveis de compreensao.

Houve profundidade e rigor na pesquisa realizada, o que resultou na producdo deste
testemunho tangivel da relevancia e da contribui¢do do estudo para o campo da Matematica
Educacional. Além disso, ¢ essencial destacar que, mais de que realizagdes académicas, a
pesquisa proporcionou insights valiosos sobre a integragdo de abordagens algébricas e
geométricas no ensino dos niimeros complexos, bem como sobre a aplicacdo pratica de
tecnologias educacionais, como o GeoGebra, no processo de ensino-aprendizagem.

Pretende-se, futuramente, conhecer melhor a teoria do ensino desenvolvimental de
Davydov para a compreensdo dos processos de mediacao de conhecimentos cientificos. A

apropriagao do processo historico-cultural associado a evolugao dos nimeros complexos revela
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a tenacidade e a inovagdo dos matematicos ao longo dos séculos. A evolucao do conceito, desde
as primeiras mengdes por Tartaglia, Cardano e Bombelli até as contribui¢cdes fundamentais de
Euler, Wessel, Argand, Gauss, Cauchy e De Moivre, demonstra a importancia de se entender a
origem e a evolucao dos conceitos matematicos.

Apesar dos avancgos significativos alcangados, ¢ importante reconhecer as limitagdes
inerentes a este estudo. A pesquisa foi conduzida em um contexto especifico e, embora o
GeoGebra seja uma ferramenta relativamente acessivel, a implementacao pratica de nossa
abordagem pode variar dependendo dos recursos e da capacitagdo disponiveis para professores
e alunos em diferentes ambientes educacionais.

Entende-se que este trabalho pode abrir perspectivas para estudos futuros. A abordagem
proposta, que combina tecnologia e teoria pedagdgica, pode ser adaptada e aplicada a outros
topicos matematicos, ampliando seu escopo e impacto. Além disso, seria interessante investigar
a eficacia desta metodologia em diferentes contextos educacionais, bem como explorar a

possibilidade de integrar outras ferramentas tecnoldgicas ou teorias pedagdgicas.
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