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RESUMO

Este trabalho aborda o estudo dos nimeros complexos e polinémios palindrémicos, explorando
sua rica histdria e propriedades matematicas. O objetivo é proporcionar uma compreensao
aprofundada desses temas, contribuindo para o campo da educacdo matematica. Inicialmente,
é apresentada uma contextualizacdo historica dos nimeros complexos, desde sua concepgao até
sua consolidacdo na teoria matematica. S&o discutidos alguns dos principais marcos e
contribuicdes historicas que levaram ao desenvolvimento dessa area. Em seguida, é feita uma
analise dos polinémios palindrémicos, uma classe especial de polinbmios que apresentam
simetria em relacdo ao seu eixo vertical. Sao exploradas as propriedades e caracteristicas desses
polindmios, incluindo a relacéo entre suas raizes e a simetria dos coeficientes. Um destaque do
trabalho é a introducdo de um método alternativo para a redugdo do grau dos polinémios
palindrébmicos com coeficientes reais. Esse método oferece uma abordagem inovadora para
resolver esse problema, fornecendo uma nova perspectiva sobre a manipulagédo de polindbmios
palindrémicos. Para facilitar a compreensdo dos conceitos e opera¢des discutidos, é utilizado o
software GeoGebra, que permite a visualizacdo e a exploracdo interativa desses tdpicos. O
GeoGebra € utilizado como suporte, fornecendo ilustracBes visuais e exemplos praticos das
operacgdes e conceitos abordados. Em concluséo, este estudo oferece uma abordagem dos
nameros complexos e polinémios palindrémicos, fornecendo uma compreensao desses topicos.
Contribui para o campo da educacdo matematica, oferecendo um recurso valioso para
estudantes e professores interessados em explorar esses conceitos de forma mais ampla.

Palavras-chave: Numeros Complexos, Polinbmios Palindromicos, GeoGebra, Historia da
Matemética.



ABSTRACT

This paper explores the study of complex numbers and palindromic polynomials, delving into
their rich history, mathematical properties, and applications. The aim is to provide a
comprehensive understanding of these topics, contributing to the field of mathematics
education. The historical context of complex numbers is initially presented, tracing their
development from conception to their establishment in mathematical theory. Some key
milestones and historical contributions that led to the development of this field are discussed.
Next, an analysis of palindromic polynomials is conducted, focusing on this special class of
polynomials that exhibit symmetry with respect to their vertical axis. The properties and
characteristics of these polynomials are explored, including the relationship between their roots
and the symmetry of their coefficients. A notable highlight of this work is the introduction of
an alternative method for reducing the degree of palindromic polynomials with real coefficients.
This innovative method offers a fresh approach to addressing this problem, providing a new
perspective on manipulating palindromic polynomials. To facilitate understanding of the
concepts and operations discussed, the software GeoGebra is utilized, enabling visualizations
and interactive exploration of these topics. GeoGebra serves as a valuable tool, providing visual
illustrations and practical examples of the operations and concepts covered. In conclusion, this
study offers an in-depth approach to complex numbers and palindromic polynomials, providing
a deeper understanding of these topics. It contributes to the field of mathematics education,
offering a valuable resource for students and teachers interested in exploring these concepts
more comprehensively.

Keywords: Complex Numbers, Palindromic Polynomials, GeoGebra, History of Mathematics.
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1 INTRODUCAO HISTORICA AOS NUMEROS COMPLEXOS

Ao longo da historia, a resolugdo de equacgdes sempre cativou a mente dos matematicos.
Conforme discutido por Eves (2011), foi durante a busca pela solucéo de equac6es polinomiais
que os nuameros complexos foram descobertos. Durante os séculos X1V a XVII, filésofos,
estudiosos e matematicos de renome, incluindo Francois Viete (1540-1603), René Descartes
(1596-1650), Pierre de Fermat (1601-1665), Rafael Bombelli (1526-1572), Girolamo-(ou
Gerdonimo) Cardano (1501-1576) e Niccolo Fontana (Tartaglia) (1499-1557), fizeram
contribui¢cdes fundamentais para a resolucao de equacdes polinomiais de grau superior a dois.
Essas descobertas levaram os matematicos a perceber que era possivel criar uma estrutura

numérica, que mais tarde seria conhecida como nimeros complexos.

Eves (2011) relata que, em meados de 1515, o professor de matematica Scipione del
Ferro (1465-1526), resolveu algebricamente a equagdo x® + mx = n, e revelou o resultado
somente a Antdnio Fior. Duas décadas mais tarde, Tartaglia, anunciou ter descoberto uma
solucéo algébrica para a equacéo clbica x3 + px? = n. Por conseguinte, Fior o desafiou para uma
disputa, onde perdeu ja que Tartaglia conseguiu resolver também, a equacéo cubica desprovida

do termo quadrético, enquanto Fior sabia resolver apenas uma.

Tartaglia, de acordo com Eves (2011), percebeu que toda cubica poderia ser reduzida a
uma cubica sem o termo quadratico, ou seja, x3 + px + ¢ = 0,compeq € R. Dessa forma

suponha que x = u + v ¢ a solucéo da equacédo x3 + px + g = 0.
Fazendo x = u + v e elevando ambos 0s membros da equacdo ao cubo, temos que:
x3=Ww+v)d

x3 =ud + 3u?v + 3uv? + v

x3=ud+v3+3uv(u+v)
Substituindo x = (u + v) na equagéo anterior, temos:

x3 =u3+v3 + 3uvx
x3=3uvx —(W3+v3) =0 ()

Como,



x3+px+qg=0 (1
Comparando | e 11, temos que:
p=-3uv e q=—(u+v3
Portanto,

3 o 3 3
v =—; e uw+tv’=—q

u3

Contudo u3 e v3 sdo dois nimeros dos quais conhecemos a soma e o produto, caso

este que pode ser resolvido com equacdes do segundo grau.

Como u3 e v3 sfo as raizes de uma equacdo quadratica, podemos escrever:

3

yi-@+v)y+udvi=0 = y2+qy—§—7=0.

Logo, pela formula de Bhaskara temos que:

RO RS S RO}

Como x = (u + v), entdo

Esse método resolve as equagdes do terceiro grau do tipo x3 + px + g = 0. Contudo, a
equacdo geral ax3 + bx? + cx + d = 0, pode ser transformada em x3 + px + q = 0, basta

fazer x = y + m e calcular m de modo a anular o termo de 2° grau, Bombelli ao tentar resolver

a equacdo x3 — 15x = 4, obteve V2 +V=121, porém, ainda ndo era possivel extrair raizes

guadradas de numeros negativos, entdo aceitou a possibilidade e continuou os estudos.

Posteriormente, foi desenvolvida a representacdo geométrica dos nimeros complexos,
conhecida como plano de Argand-Gauss. Essa representacdo consiste em duas retas
perpendiculares: a reta dos nimeros reais, horizontal, e o0 eixo imaginario, perpendicular, que

representa a parte imaginaria do nimero complexo.

A ideia de representar os numeros complexos geometricamente foi extremamente

importante para o desenvolvimento da teoria. Considerar as partes real e imaginaria de um



namero complexo a + bi como as coordenadas de um ponto no plano permitiu que os
matematicos se familiarizassem com a possibilidade de visualizacéo, facilitando a interpretacdo

geométrica de conceitos matematicos abstratos.

A representacdo no plano de Argand-Gauss tambeém possibilitou a visualizacdo de
operacdes com numeros complexos, como adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Alem
disso, permitiu a descri¢cdo geométrica de conceitos fundamentais, como conjugado, médulo e
argumento de um numero complexo, que desempenham papéis importantes na teoria dos
nameros complexos. De fato, o plano de Argand-Gauss fornece uma maneira intuitiva e
elegante de visualizar conceitos complexos, sendo fundamental para a compreenséo e aplicacédo

dos numeros complexos na prética.

Agora que exploramos a rica historia e o desenvolvimento matematico por tras da
resolucdo de equacdes polinomiais e a emergéncia dos numeros complexos, é instrutivo
visualizar como uma equacdo clbica se parece graficamente. Uma equacéo cubica pode ter até
trés raizes reais, e a forma da curva pode variar. A seguir, apresentamos um grafico de uma

equacdo cubica tipica para ilustracéo.
Figura 1 - Representagio geométrica da fungdo polinomial do terceiro grau f(x) = x3 — 15x — 4
LY (BB ¥ Jlo]l=] B RN K

@) f(x) = X —15x—4 vV

+




Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.

Na imagem acima, podemos observar o grafico de uma equagéo cubica. E evidente que
a curva tem uma forma distinta, e pode cruzar o eixo x em até trés pontos, que representam as
raizes reais da equacdo. Este grafico € um exemplo concreto que ilustra os conceitos que foram
desenvolvidos ao longo dos séculos por matematicos notaveis. A capacidade de visualizar e
entender o comportamento de polinémios foi fundamental para avangos em vérias areas da
ciéncia e tecnologia. Como Eves (2011) aponta, o estudo de polinbmios e, em particular, de
numeros complexos, continua a ser uma area de pesquisa valiosa e fascinante na matematica

moderna.
1.1 INTRODUGCAO AO CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Na matematica, a extensdo de um conjunto numérico para um novo conjunto tem sido
uma pratica comum ao longo da histdria. Os nimeros complexos surgiram da necessidade de
resolver equagdes que tinham raizes negativas, as quais ndo podiam ser resolvidas com os
conjuntos numéricos ja existentes. Foi necessario criar uma estrutura numérica que pudesse

acomodar essas raizes, e assim surgiu o conjunto dos numeros complexos.

De fato, os nimeros complexos podem ser definidos como nimeros da forma a + bi,
onde a e b sdo nimeros reais e i € a unidade imaginaria. Essa definicdo permite a inclusao de
nlmeros que ndo pertencem ao conjunto dos nimeros reais. Ademais, 0s numeros complexos
sd0 uma extensdo importante do conjunto dos numeros reais, que permitiu a solucdo de
equacdes antes impossiveis de serem resolvidas, além de fornecer uma estrutura numérica

versatil e de grande utilidade em varias areas do conhecimento.

Exemplo. Resolva, em C, a equacéo do segundo grau x2 + 4 = 0.

x> 4+4=0
x?=—4

+vV—4
x=vV4-vJ/-1

x==22-i,logo0 x=+42i ou x=-2i

—+

X =

Um outro exemplo de equacgéo que agora tornou-se possivel é a equacéo de segundo
grau com delta negativo A< 0.
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—b+VA
A=x*+x+1 x = VA
2-a
—1+v/-3
A=b%>—4-a-b = T3
2-1
—14+v3i
A=12-4-1-1 =%,Iogo
A=1-4 P L i i
2 2
A= -3

2 POTENCIAS DA UNIDADE IMAGINARIA

Na busca por um método para o calculo de poténcias de i, é essencial compreender que
essas poténcias exibem um comportamento ciclico. Especificamente, quando “i” é elevado a
uma poténcia inteira, a solucéo resultante segue um padrao que se repete a cada quatro poténcias
subsequentes. E crucial lembrar que “i” ¢ definido como a raiz quadrada de —1, o que lhe

confere propriedades Unicas e distintas de outros nimeros reais ou complexos.

A natureza ciclica das poténcias de i é atribuida a propriedade de i de ser uma raiz
quadrada de “ — 1”. De fato, elevando-se “i” a uma poténcia impar, resulta em um numero
imaginario puro com sinal oposto ao valor original de “i” . Por outro lado, elevando-se “i” a
uma poténcia par, resulta em um ndmero real, com sinal positivo se a poténcia for multipla de

quatro, e negativo se for equivalente a duas médulo quatro.

E importante lembrar que:

i =v-1.

=1

it=1i

i?=-1
3=i>i'=(-1-i=-i
t=i3it=(-)i=-i’=1
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Ao continuarmos a calcular as poténcias, as respostas sempre serdo elementos do
conjunto {1, i, -1, —i}, entdo, para encontrarmos uma poténcia da unidade i ", faremos a divisdo

de n (o expoente) por 4, e o resto dessa divisdo (r = {0, 1, 2, 3}) sera o novo expoente de i.

Exemplo: 1083 ‘4
(1083 = 3 = 28 270
0
3
=t = 121 ‘ 4

Sobre as poténcias de “i”, € importante destacar que, ao representa-las no plano de
Argand-Gauss, o resultado obtido corresponde a uma rotacao de 90° no sentido anti-horério, e
que cada poténcia subsequente resulta em uma nova rotacio de 90°. E interessante notar que o

mdodulo da poténcia resultante permanece o mesmo ao longo de todas as rotacées.

De fato, a propriedade de rotacdo das poténcias de “i” pode ser visualizada
geometricamente no plano de Argand-Gauss. Cada poténcia de “i” corresponde a uma rotacédo
de 90° em torno da origem, onde a direcdo do eixo real representa a posicao inicial e a direcao
do eixo imaginario representa a direcdo da rotacdo. Isso pode ser percebido através das

seguintes representacdes geométricas:

Onde
Zy =1
Zz—l'i:izz_].
Zz=i-i-i=i3=—i



RoA 7 P> OO &N

Figura 2 - Circulo unitario, poténcias de "i".

=1
22 = ii
= -1+ 0t
zz3 = iii
= -l
zg = iiii
=1+00

A = Intersetar(EixoOx, EixoOy)

= (0,0)

¢ : Circunferéncia(A, z5)

=x24+y=1

=N

1.5

Fonte: Autoral, GeoGebra, 2023.
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Figura 3- Circulo unitéario, poténcias de "i", poligono inscrito com exposicao de angulos e historico de entrada.

LY EP R o]l PARNEIE:
v -
=x2+yi=1 =N
12
poligonol = Poligono(z,,23,4) :
=2
f = SegmentodeReta(z,,z3, poligond!)
= 141
a = Angulo(zg, A, z;) :
O .
= 90 =1+0i
-12 12
Bi= Angulo(z,,A,z;) :
O
= 90°
v = Angulo(zs,A, 7)) :
O
= 00°
= Angulo(z;,A,z;) :
@
= 90° -122
Autoral: GeoGebra, 2023.
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3 FORMA ALGEBRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

A forma algébrica dos nimeros complexos € um conceito fundamental na teoria dos
nameros complexos, que o descreve na forma a + bi, onde a € b sdo numeros reais e “i” é a
unidade imaginéria. Essa forma permite a realizacdo de operacGes aritméticas com nimeros
complexos, como adicdo, subtragdo, multiplicagédo e divisdo, bem como a resolucdo de
equacOes complexas e a representacdo de funcdes complexas. A forma algébrica também ¢é
importante na compreensdao da geometria dos numeros complexos, que é frequentemente
representada no plano de Argand-Gauss. Nesse plano, os nimeros sdo representados como
pontos no plano, onde a coordenada horizontal é a parte real e a coordenada vertical é a parte
imaginaria. A forma algébrica é essencial para a interpretacdo geométrica de conceitos

matematicos abstratos, como conjugado, modulo e argumento.
A forma algébrica é representada do seguinte modo: z = a + bi

Onde a é a parte real e b a parte imaginaria, comaeR,be Re i? = —1.
Representacdo:Re(z) =aalm(z) = b
Exemplo:

a) 2+3i,ondea=2eb =3
b) 1+i,ondea=1eb=1
c) 7-7+0b,ondea=7eb=0
d 5i->0+5i,ondea=0eb=>5

Classificacdo:

A classificacdo dos nimeros complexos é uma ferramenta importante na teoria pois
permite distinguir diferentes tipos de nimeros com propriedades distintas. Existem trés

principais classificacbes dos nimeros complexos: ndmero real, imaginario e imaginario puro.

Um namero complexo é classificado como namero real se sua parte imaginaria é zero,
ou seja, b = 0 na forma a + bi. Nesse caso, 0 numero complexo reduz-se ao nimero real

correspondente, o que significa que ele pertence ao conjunto dos nimeros reais.

Um numero complexo é classificado como imaginario se sua parte real é zero e sua parte
imaginaria € diferente de zero, ou seja, b # 0 na forma a + bi. Nesse caso, o nimero complexo
ndo pertence ao conjunto dos numeros reais, mas pode ser representado como um multiplo da

unidade imaginéria i.
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Um namero complexo é categorizado como imaginario puro quando sua parte real é
igual a zero e sua parte imaginéria é diferente de zero, isto é, quando a # 0 e b = 0, na forma
a + bi. Nessa circunstancia, o niamero complexo pode ser expresso como um multiplo da
unidade imaginaria "i", evidenciando, dessa maneira, uma propriedade singular em relacédo a

outros numeros complexos.
Exemplo:

1) Sejaz = (3 —5m) + (2k + 3)i. Determine o valor de “m” e “k” de modo que:
a) z sejareal.

Para isso, é necessario que a parte imaginaria seja igual a zero (b = 0),

2k+3 =0
2k = -3
_—3
m=
K= 3
2
Portanto,
kz—g e meR

b) z seja imaginario puro.

Conforme citado acima, para ser imaginario puro devemos ter, b # 0 e a = 0.

b+0 a=0
2k+3 +0 3—-5m=0
2k = -3 —5m = -3
3 3
e+ -2 m=2
2 5

Portanto, k # —% em= g

Igualdade

Dois numeros complexos séo iguais se, e somente se, tém partes reais iguais e partes
imaginarias iguais.
Considerando os numeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, temos que:

z=w Sa=ceb=d
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Exemplo:

1)z=3+(k—5)iew = (x? — 6) — 2i sdo iguais, calcule k e x.

3=x%2-6 k—5=-2
x% = k=3
x = =13

~x=13 e k=3.
4 OPERACOES NA FORMA ALGEBRICA

4.1 ADICAO E SUBTRACAO NA FORMA ALGEBRICA
Para realizarmos ambas as operacfes utilizamos a mesma regra: adicionamos ou
subtraimos nimero real com nimero real e nimero imagindrio com numero imaginario.
a)z=6+4iew=-1+2i
z+w=5+6i
byz=5+iew=-1+3i
z—w=5+i—(—-1+4 3i)
z—w=5+i+1-3i
Z—w=6-—2i
4.1.1 Multiplicagdo de numeros complexos na forma algébrica

Para realizarmos a multiplicacdo de dois ndmeros complexos, vamos aplicar
a propriedade distributiva. Seja 0s nUmeros complexos z; = a + bie z, = c+ di
Logo,
z,.2, = (a + bi)(c + di), aplicando a propriedade distributiva
Z1.2Z, = ac + adi + bci + bdi?, mas, como vimos, i? = —1
Z1.Z5 = ac + adi + bci — bd
z1.Z5 = (ac — bd) + (ad + bc)i

Exemplo:

Considerando os numeros complexos z = 2 + 3i e w = 3 — 2i, temos que:
z-w =23+ (—2i).2 + 3.3i + 3i.(—2i)

zZ'w=6—4i+9i — 6i?
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zZw=6+5i—6.(—1)

Z*w=6+5i+6
z'w=12+5i

Propriedade

Outra propriedade da multiplicacdo dos nimeros complexos. Dado um determinado
namero complexo z = a + bi, a0 multiplicar esse numero pela unidade imaginaria “i”

sucessivamente, obtém-se a repeticdo de resultados, como é possivel observar no exemplo
abaixo:

2 =2+ 4i (1)
Zzzi.21:_4+2i (II)
Z3:i.22:_2_4i (”I)
Z4_ - i.Z3 == 4‘_ 2l (IV)
Zs = 1.2y =2+ 4i V)

Zg =1.25 = —4 + 2i (VI

A analise dos exemplos apresentados revela que, a partir da quarta multiplicacdo, os

resultados passam a se repetir, como pode ser observado a partir da equacdo (V).

Pode-se observar que cada multiplicacdo sucessiva esta associada a uma rotacédo de 90°,
mantendo o valor absoluto o que é ilustrado na imagem a seguir.
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Figura 4 - llustracdo da propriedade de multiplicacdo dos nimeros complexos.

A . ] D \ 2 -

B || o2 || .. - &) C 4‘. N — 9
ARk - I y |

O z 2 + 4

=iz

= -4+ 2
> =iz
|| g

=iz

= 4- 2'& EX = - N = = EE
. A = Intersec3o(EixoX, EixoY)
) = (0.0)
O c: Circulo(A, z)

= x? v2 20

ql = Poligono(z,, 23,24, 23)

= 40

Autoral: GeoGebra, 2023.

Outra propriedade dos numeros complexos:

Ao multiplicar um nimero complexo z; por um ndmero real puro, equivale a obter

pontos de uma reta que passa por z; e pela origem (0,0).

No exemplo a seguir, z; = 3 + 4i € multiplicado por nUmeros imaginarios puros que
variam do intervalo a = [—5,5], é possivel observar que o resultado obtido da multiplicacdo é

um conjunto de pontos que passa pela origem e o ponto z;.



Figura 5 - Demonstragdo geométrica da multiplicacdo de nimeros complexos por um imaginario puro.

RjA 7LD OO LN =+

@ z2-3+4 =N v
.
0 a=0 .
a H IS i
O
5 —eee 5 (3)
zn=azn
@
= 0i
+

Autoral: GeoGebra, 2023.

Outro ponto a ser observado é que quando

[0,1] ele fica em cima do segmento fde z;

a
® a
a

]1, + o] ele fica maior que z,

Figura 6- Demonstracdo geométrica da multiplicacdo de nimeros complexos por um imaginario puro.

kJ Al A, :. (.) G:) é-,' x LR

O z; 3+ 4l —,\'
2=1 ._._._._.Q._._.
5 m— s 5 (¥)
z az
O
=3 +4

A = Intersecio(EixoX, EixoY)

= (0.0)

f = Segmento(A, z;)

=5

[—o0, O] ele fica menor que z;

18
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Autoral: GeoGebra, 2023.

4.1.2 Divisao na forma algébrica

Antes de falarmos de divisdo, precisamos entender bem o que € o conjugado de um
numero complexo. O conceito é simples, para encontrarmos o conjugado de um ndmero
complexo, basta trocarmos o sinal da parte imaginaria.

z=a+bi »Z=a->bi

Para realizarmos a divisdo de dois nimeros complexos, precisamos multiplicar a fragdo
pelo conjugado do denominador para que fique bem definido o que € a parte real e 0 que € a
parte imaginaria.

Zy 71 Zp
—=—.—,onde z, # 0.
Z3 Zy Zp

Exemplo:

a) z=2-3iew =3—1i,calcular z + w:

2—-3i 3+i 6+2i—9i-3i* 6-7i+3 9-7i 9 7i

31 3+i 9+3i-3i—i2 9+1 10 10 10

5 REPRESENTACAO GEOMETRICA

5.1 PLANO COMPLEXO OU PLANO DE ARGAND-GAUSS

Conhecido como plano complexo ouplano de Argand-Gauss, ele permite
a representacdo na forma geométrica de um numero complexo, esse plano é uma identificacdo
como plano cartesiano para representar niameros complexos. O eixo horizontal é conhecido
como eixo da parte real Re(z), e o eixo vertical € conhecido como eixo da parte imaginéria
Im(z). Entdo o nimero complexo representado por a + bi gera o ponto no plano complexo
formado pelo par ordenado (a, b).

Exemplo: Representagdo do nimero 3 + 2i na forma geométrica Z (3,2).


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/divisao-numeros-complexos.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/plano-argand-gauss.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/plano-argand-gauss.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/plano-argand-gauss.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/plano-cartesiano.htm
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Figura 7 - Plano de Argand-Gauss.

Im(2) A

N

+
Re(2)

[P L T ——

Autoral. Squid, 2023.

5.2 MODULO E ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO

O mddulo de um numero complexo, geometricamente, € a distancia do ponto (a, b) que
representa esse numero no plano complexo até a origem, ou seja, o ponto (0,0).

Um ndmero complexo z = a + bi € representado por um par ordenado dentro do plano

de Argand-Gauss.
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Figura 8 - Plano Argand Gauss com mddulo.

Im(2) A

Z(ab)

- Re(2)

Autoral. Squid, 2023.

Ao analisarmos a situacdo, observamos que |z|, corresponde a hipotenusa de um
triangulo retangulo. Portanto, podemos calcular esse valor aplicando o Teorema de Pitagoras,

0 qual estabelece que:
|z| = /a2 + b2

Exemplo: Célculo do médulo de z = 1 + 3i

|z] = +/12 + 32
|z =v1+9
|z] = V10

5.3 O ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO

O argumento de um nimero complexo, geometricamente, é o angulo formado pelo eixo

horizontal e o seguimento |z|.


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/angulos.htm
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Figura 9 - Plano Argand Gauss com modulo, angulo e ponto

Im(2) A

1Z|

O o o ———— e —— ——

>
Re(2)
Autoral. Squid, 2023.
Para encontrar o valor do angulo, temos que:
a
cosf = — I
2l )
b
senf = — (D

|z
O éngulo 6 = argz

Portanto, a + bi = |z|cos6 + i|z|senf — z = |z|(cosO + isenB):
Um exemplo usando o nimero complexo z = 2 + 2i:

2l = Va? + b2
2| =22 + 22
|zl = V4 + 4
|z| =V8 = |z| = 2V/2
Conhecendo-se 0 |z|, é possivel calcular 0 senf e cosf.
Calculando o cosseno através da formula (1)

1 1

g 2 _1 V2 12 2
N N AN N

Utilizando a férmula (1) para o célculo do Seno
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2
senf = — =

Como

sen9=g e c059=g, I0906=Eou6=45°

180 i1
45 X
180x = 45m
B 451 o

X=180 2

Portanto, 8 = E ou = 45°

5.4 EXEMPLOS GEOMETRICOS DAS QUATRO OPERACOES NO PLANO DE
ARGAND-GAUSS:

Sejam os nimeros complexos Z =2 +ie U = 6 + i.
5.4.1 Representacdo geométrica da soma de um nimero complexo
a) Adicdo: Z+U

Z+U=Q2+)+(6+1)
Z+U=0Q2+6)+ (1+1)i
Z+U=8+2i

Figura 10 - Representacdo geométrica da soma de dois nimeros complexos




Autoral. Geogebra, 2023.

5.4.2 Representacao geométrica da subtracdo de um nimero complexo.

b) Subtracdo: Z — U

Z-U=02-6)+({-1)
Z—U=-4+0i

Figura 11 - Subtracdo de dois nimeros complexos.

24

= - !
= 224 -lv Y
35 g = Segmento(A,U) 4
= 6.08
3
2 =L+ U
[ Z,=8+2i
=8+2 2 =
z ) U
® h = Segmento(U, z,)
=2 z,=4+0 K a1 g
—e-
hrt 3 - - 0 5 6 10
5 i = Segmento(Z,z;)
= 6.08 L
® j = Segmento(U, Z) : -2
=4
k = Segmento(A, z;)
® =4 -

Autoral. GeoGebra, 2023.

5.4.3 Representacao geométrica da multiplicacdo de um ndmero complexo

c) Multiplicacao: Z.U
Z.U=12+2i+ 6i + i?
Z.U=(12—-1)+8i
Z.U=11+48i
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Figura 12- Multiplicagdo de dois nimeros complexos

10

: z,=11+38i

6

! n

2

/Z=2+i U=6+i

‘%/‘

0 2 4 6 8 10 12 14

Autoral. GeoGebra, 2023.

5.4.4 Representacdo geométrica da divisdo de nimeros complexos
d) Divisio: 7

6+i 64+i2—i 12—-6i+2i—i*® 13 —-4i 13 4i )
- = -. - = - — = =——-—=2,6-0,8i
2410 24i2—-10 4-2i+2i—i2 4 4 4
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Figura 13 - Diviséo de dois nimeros complexos.

Z=2+] U=6+i

n
|
-

Autoral. GeoGebra, 2023.

6 FORMA TRIGONOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

A forma trigonométrica dos nimeros complexos, também conhecida como forma polar,
é uma representacdo matematica alternativa e notavel para os niumeros complexos. Diferente
da forma cartesiana, que utiliza as coordenadas retangulares (x, y) para expressar nUmeros
complexos, a forma trigonométrica emprega coordenadas polares (|z|,6) para denotar a
posicdo de um nimero complexo no plano complexo. A adogdo dessa representacdo permite
uma compreensdo mais profunda e uma manipulagdo mais eficiente de nimeros complexos em

contextos analiticos e geométricos.

Os nuameros complexos, que consistem em uma parte real e uma parte imaginaria, sao
expressos na forma cartesiana como z = a + bi, onde a e b sdo numeros reais € i € a unidade
imaginaria. Para converter essa representagdo para a forma trigonométrica, precisamos
determinar o médulo (|z|) e o argumento (8) do nimero complexo. O médulo é a distancia do
niimero complexo & origem no plano complexo, calculada por |z| = Va2 + b2. O argumento é
o angulo entre o eixo real e a linha que liga a origem ao ponto representando o nimero complexo

no plano complexo, medido no sentido anti-horario a partir do eixo real.
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Com o modulo e o argumento calculados, podemos expressar 0 numero complexo na
forma trigonométrica: z = |z|(cos(0) + i.sen(9)). Essa representacdo facilita operagdes
como multiplicacdo e divisdo de nimeros complexos, assim como a potencia¢do de nimeros

complexos e radiciagéo.
6.1 MULTIPLICACAO E DIVISAO NA FORMA TRIGONOMETRICA

6.1.1 Multiplicacdo na forma trigonométrica

Sejam Z; = |Z;|(cos < +i.sen x) e Z, =|Z,|.(cosf + i.senf) dois numeros
complexos na forma trigonomeétrica.

O produto é obtido multiplicando os médulos, somando os argumentos e calculando o
seno e cosseno, conforme a férmula dada.

Dado Z, e Z,, tal que:

Z1 =1Z,|(cos « +i.sen )

Z, = |Z,|.(cosO + i.senB)

Zy.Z, = |Z1|(cos < +i.sen &).|Z,|.(cosO + i.senf)

Z1.Z5 = |Z1|.1Z3|(cos %.cosf — sen X.senf + isen «.cosO + icos X.senf)
Z1.Zy = 1Z1||1Z5]|. [cos(x +8) + isen(x +0)]

Exemplo:

Z, = 2(cos45° + isen45°) e Z, = v/3(cos30° + isen30°)
Zy.Z5 = 2\/3(cos75° + isen75°)

6.1.2 Divisdo na forma trigonométrica.

Para divisdo é necessario dividir os médulos e subtrair os argumentos.

Zy _ 1z4) _ i —
7 =iz [Cos(x —0) + isen(x —6)]

De fato,

Zy  |Zy|(cos « +i.sen )
Z, |Zy|(cos « +i.sen )

Zy _|Zy| (cos « +isen x)(cos8 — isend)

Z, 1Z,|" (cosB + isenf)(cost — isenf)

Zy |Z1] (cos x.cosB + sen .senf + isen «.cosf — icos «.senf)

Z, |2, cos?6 + sen?6

Zy |zl
— = —.[cos(x —0) + isen(x —0)]
Z, 12,
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Exemplo:
T T
Z, = 3(cos2m + isen2m) e Z, = 2(cos§ + iseng)
Zl_3( 57T+_ 57'[) ) T
ZZ_ZCOSS isen— m-g =3

7 RADICIACAO E POTENCIACAO DE NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA
TRIGONOMETRICA

A utilizacdo das formulas de De Moivre facilita a potenciacéo e a radiciacdo de nUmeros
complexos na forma trigonométrica. Essa formula permite elevar um nimero complexo na
forma trigonométrica a uma poténcia e obter o resultado também na forma trigonométrica.

Além disso, ela pode ser usada para calcular raizes de nimeros complexos.
Vejamos como se procede a radiciacdo desses nimeros:
Considere um numero complexo qualquer z = a + bi. A forma trigonomeétrica de z é:

z = |z|(cosO + i.senf)

7.1 FORMULA DE DE MOIVRE

Considerando Z; = |Zj|(6059j + isenHj), 1<j<n
Aplicando o produto para o caso geral, temos que:
Z1.Zy i Zy = Z1|.1Z;5| ... |1Zy|. [cos(O; + O, + - 0,) + isen(6; + 0, + - 0,),VneN
Demonstragéo
Adotando p = |z|
e utilizando o principio da inducéo finita,
) Cason =1
De fato, pois

Zy = |pl(cosB; + isen6;), representacdo polar do niumero complexo.
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i) Supondo que n = k é verdadeiro, temos que:
Z1.Zy Ly = D1.D2 - Pi-[cOS(01 + O, + - 0;) +isen(0; + 6, + - 0,)] (1)
Vamos provar que a equacdo também é vélidaparan = k + 1

Zl'ZZ "'Zk'Zk+1 =pP1-D2 ...pk[COS(Ql + 02 + .- Hk) + isen(91 + 92 + .- 0]{)] ' Zk+1 ,
pela hipotese de indugdo Z,,q = pr+1. (c0SOy4q + isenby 1), Segue que

Zl'ZZ "'Zk'Zk+1 = pP1-P2 ---Pk- [COS(Hl + 92 + .- Hk) + isen(91 + 02 +

0] [Pr41l(cosOy 1 + isenbyyq) =

Zl'ZZ "'Zk'Zk+1 = pP1-P2 ---Pk- [COS(91 + 92 + .- Hk) + isen(91 + 02 +

- 01). 1Pk 41(cOSOk 41 + isenby,q) =

P1.D2 - Pk Prs1lcos(0 + 05 + -+ 0;).cos Oy .1 — sen(0, + 0, + -+ 0;).senb .1 +
isenfy,,cos (6; + 0, + - 0),) + isen(cosO; + 6, + -+ 0;)cosO)41] =

=P1.D2 - Dk-Pr+1[€0S(O1 + 05 + -+ O + Opp1) +isen(6y + 0, + - O + Opyq)] =
Portanto, pelo principio da inducéo finita, temos que
Z1.Zy iy = P1.D2 - Pn.lcOs(0; + 0, + - 6,) +isen(6; +60,+--6,)],vn €N

Em particular, se z;, =z, = =2,=2,60,=6, == 0,=0¢ep, =p, ==

pn, = 1, temos a 12 féormula de De Moivre:

z™ = (cosO + isenfd)™ = p™(cos(nh) + isen(nh)).

7.2 POTENCIACAO

€6 999 n..n

Ao elevar ambos os lados da equacdo a um expoente “n’” onde "n" pertence ao conjunto
dos numeros naturais positivos (N*), é possivel aplicar a operacdo de poténcia ao numero
complexo "Z". Dessa forma, obtemos Z" = |z|™. (cosnf + isen(nf)) em que |z| representa o

modulo de "z" e 0 € o argumento de "z" no plano complexo.

A propriedade mencionada demonstra que, ao elevar um nimero complexo, na forma

trigonométrica, a poténcia "n", eleva-se seu médulo a enésima poténcia, enquanto o argumento

é multiplicado por "n". Essa representacdo polar do nimero complexo Z™ = |z|™. (cosnf +
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isen(n@)) indica as diversas representacdes que um nimero complexo pode assumir no plano

complexo, dependendo do valor do expoente "n".

Essa observacao € relevante, pois evidencia a relacao entre as operacdes de potenciacdo
e as propriedades trigonométricas dos numeros complexos. Essas propriedades sao
fundamentais para a compreensdo do comportamento dos numeros complexos e suas
representacfes no ciclo trigonomeétrico, proporcionando uma visdo mais abrangente e

aprofundada desses niUmeros no contexto matematico.
i. Seilzl=1
Exemplo: |z| =1en =2
12 = |1/|2. (cos20 + isen20) = (cos20 + isen20)
ii. Selz|>1
Ao elevar um nimero complexo a um expoente "n", observa-se um comportamento
interessante: 0 modulo desse nimero complexo resultante diminui a medida que "n" aumenta,

enquanto o angulo é multiplicado por "n". Esse fendbmeno € conhecido como "espiral de

aproximacdo" ou "atrator" em referéncia ao padrdo formado no plano complexo.

Essa espiral de aproximacédo € visualmente evidenciada por uma sequéncia de pontos

que formam uma trajetdria em espiral em direcéo a origem do plano complexo. A medida que

n" aumenta, os pontos da espiral se aproximam cada vez mais da origem.

A compreensao dessa propriedade é essencial para explorar as caracteristicas dindmicas
dos nimeros complexos e sua relacdo com a operacao de potenciacdo. Além disso, a observacéo
da formacdo da espiral e seu comportamento convergente contribui para a compreensdo dos

conceitos fundamentais da teoria dos niameros complexos.

Exemplo: |z| =2en =2

22 = |2|%.(cos20 + isen20)|4|. (cos20 + isen20)

iii. Se|z| <1

Exemplo: |z| =§ en =2
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2 12
@) =k

1 1
- =|-. 2 isen2
2 ‘4‘ (cos26 + isen20)

.(cos20 + isen28)

Exemplo Geométrico de |z| = 1
Poténcias de n quando o |z] = 1.

Dado o nGmero complexo z; = 2v2 +i.2v/2 elevado a uma poténcia n onde

n compreende o intervalo [1,30], obtem-se uma circunferéncia de médulo |1].

Figura 14 - Representacdo geométrica das poténcias de "n" em um nimero complexo.

RleA o~ L D OO & N =2 &

22 2k -
=2y
@ “"~27'2
= 071 + 0.71 i
e n=15
|
® n=15 3
1 o 3 ® '
Zq
z =17 : . L]
O
= 0.71-0.71
+ . .
. o2

Autoral. GeoGebra, 2023.

Figura 15 - Representacdo geométrica das poténcias de "n" em um nimero complexo, circulo unitério.

I RAPE S SN TIPANEIE

n = 11 :
1 e e 30 (3)
7 =2

= -0.71 071

A = Intersegio(EixoX, EixoY)

= (0,0)

h = Segmento(A,z;)
=1
¢: Circulo(A, 2,)

= x4y=1
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Autoral. GeoGebra, 2023.

7.3 RADICIACAO

As raizes de indice “n”, onde n > 2, séo dadas pela segunda formula de De Moivre.
n n 0 2km . 0 2km
Vz =z, = /|z| [cos (; + T) +i.sen (; + T)]
k €{0,1,2,3,..,n— 1}

Apo6s k = n — 1, os valores comegam a repetir. Entdo, de zero até n — 1, portanto, é

possivel observar “n” raizes distintas.
Exemplo: Determine as raizes quadradas de 2i.
Solugéo: Primeiro devemos escrever o nimero complexo na forma trigonométrica.
Todo do nimero complexo é da forma z = a + bi. Assim, temos que:
z=2

|z| = +/a? + b2
|z| =02+ 22 =4 =2

Sabemos também que:

H—a— =0
cos =" 2°

Com os valores de seno e cosseno podemos concluir que:

6 =90° =

TS

Assim, a forma trigonométrica de z = 2i é dada por z = 2 (cosg +i. Seng)

Agora, vamos calcular as raizes quadradas de “z” utilizando a formula de De Moivre.
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T T
5 2km 5 2km
z, = /12| | cos ; — | +i.sen % > ik €{0,1}

C‘ 2

Como queremos as raizes quadradas de “z”, obteremos duas raizes distintas z, e z;;

Parak = 0.

s s
2.0.m 20.m s s
Zo = V2 [cos (¥+T> + i.sen(i+—)] V2 (cosZ+ i.senz)

Para k = 1, teremos:

Zl—\/_[c S(ﬁﬁ'T)‘F /2 %/_[(cos( +n)+lsen(4+n)]
Zy = \/E(cos%r+ i.sen%)

7.3.1 Raizes enésimas de um nimero complexo

As raizes enésimas (n) de um namero complexo z = p(cos6@ + isenf) possuem seus

afixos sobre uma circunferéncia com centro na origem e raio r = % onde r é o mddulo das

« n

. . 360°
raizes. Estas raizes dividem a circunferéncia em “n” partes iguais (=—). O menor argumento

o 0 ., . . L 0
das raizes é dado por — Ja o argumento das raizes seguintes é obtido somando-se a ~0 valor de

360°
n

O Teorema da raiz complexa conjugada afirma que se P € um polindbmio em uma
variavel com coeficientes reais, e se a + bi € uma raiz de P, entdo o seu conjugado a — bi

tambem é uma raiz de P.

Exemplo:
1- Determinar as raizes sextas do nimero z = 323 + 32i
Resolucéo

e Colocar na forma trigonométrica

p(32v/3,32)



Onde 32v3 = x e 32 = y e ambos estdo no 1° quadrante.

p= \/(32\/5)2 + 322

p=+322.3+1)=322=064

,_32_
SenY =61 T 2
g _32V3_V3

COSY="eq T2

T
0 = 302 ou grad

Colocando na forma trigonomeétrica, temos:
Z = 64(cos30° + isen30°)

O moédulo das 6 raizes é dado pelo raio da circunferénciar = 3/p - r = V64 = 2

, 0 30° ~ P . .
O menor argumento, € -, portanto, = = 5°, que sao dividas em 6 partes iguais de

360°
=2 = 60°
6

Outros argumentos sdo
5° + 60° = 65°

65° + 60° = 125°
125° + 60° = 185
185° + 60° = 245°
245° + 60 = 305°

Ao colocarmos na forma trigonomeétrica, as 6 raizes sao:
R; = 2(cos5° + i.sen5°)
R, = 2(cos65° + i.sen65°)
R3; = 2(cos125° + i.sen125°)

R, = 2(cos185° + i.sen185°)

34
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Rs = 2(c0s245° + i.sen245°)
R¢ = 2(c0s305° + i.sen305°)

E possivel afirmar que cada uma das raizes elevadas a 6° poténcia obter&o o resultado
32v/3 + 32i.

Uma propriedade fundamental aplicavel a todas as raizes enésimas de um ndmero
complexo dado € que essas raizes formam um poligono regular, com o centro localizado na

origem. Além disso, a soma de todas as raizes enésimas € igual a zero.

Tomando como exemplo os valores calculados acima:

Figura 16 - Representacdo geométrica das raizes de um ndmero complexo.

RlA 7 X D> OO & N =S

a

z; = 2 cos(5°) + sen(5°) i o
@
= 1.99 + 0.09(
z; = 2 (cos(65%) + sen(65°) i)
O Z
= 0.85 + 1.81( — s
e’ L]
23 = 2 (cos(125%) + sen(1257) i)
@
= -1.15 + 1.64i 2 .Z"
[ 2
z; = 2 (cos(185%) + sen(1857) i)
O :
= -1.99 - 0.17( Zg
zs 6
e’ L ]
25 = 2 (cos(245%) + sen(245°) i)
@
= -0.85- 1.810
zg = 2 (cos(305°) + sen(305°) i)
@
= 1.15- 1.64i
+

Autoral. GeoGebra, 2023.
Consequentemente, de acordo com a propriedade geométrica bem estabelecida de que
um poligono é regular se e somente se pode ser inscrito em uma circunferéncia, podemos

afirmar que essa propriedade se aplica as raizes enésimas de um nimero complexo.
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Figura 17 - Representacdo geométrica do Hexagono regular proveniente da radiciagao dos nimeros complexos.

M.A/}.OOZ,\JE‘%’

a

z; = 2 cos(5°) +sen(5%) i N
O

= 1.99 + 0.09i

zp = 2 (cos(65%) + sen(65°) i)
@

= 085 + 1.81i

z3 = 2 (cos(125%) + sen(125%) i)
@

= -1.15 + 1.64i

24 = 2 (cos(185%) + sen(185%) i)
@

= -1.99- 0.17i

z5 = 2 (cos(245%) + sen(245°) i)
O

= -0.85- 1.81i

zg = 2 (cos(305%) + sen(305°) i) =
O

= 1.15- 1.64(

Autoral. GeoGebra, 2023.
8 POLINOMIOS
Os polinbmios sdo uma classe importante de fun¢Ges matematicas que sdo amplamente
estudadas em diversas areas da matematica e aplicadas em muitas outras areas, como fisica,
engenharia e ciéncia da computacdo. De forma simples, um polinémio é uma expressao
matematica formada pela soma de termos que possuem “x” coeficientes numéricos e variaveis

elevadas a expoentes inteiros ndo negativos.
Definicdo: Um polinémio de uma variavel x € uma expressdo matematica da forma:
P(x) =aux"+ap_x" 1+ -+ ax+ag
Onde:

e a,a,_q,..,a, € ay Sa0 numeros reais (ou complexos), chamados de coeficientes
do polinémio.

e “x” éavariavel do polinémio.

e Se todos os coeficientes forem iguais a zero, dizemos que o polindbmio é
identicamente nulo, ou simplesmente que o polindmio é nulo.

e Em um polinémio ndo nulo, o coeficiente a,, do termo a,,x,, em que “n” ¢ 0 maior

inteiro tal que a se difere de zero, é o coeficiente dominante do polindmio. Nesse
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caso, dizemos que o grau do polinémio ¢é “n”. Se o polindmio é nulo, 0 seu grau ndo
é definido.

e Os coeficientes podem ser representados por qualquer nimero real ou complexo, e
a variavel pode ser substituida por qualquer expressdo que possua um valor
numerico, como uma constante ou uma funcao.

e O valor da varidvel para quando o resultado é igual a zero é chamado de raiz do

polindbmio.
8.1 IGUALDADE DE POLINOMIOS

Definigcdo de Igualdade de Polindmios. Dois polinémios p(x) e q(x) séo iguais se, e

somente se, seus valores numéricos sao iguais para todo a € C.. Em outras palavras, dois

polinbmios
P(x) =ax™ +a,_x" 1+ -+ a;xt + a,
e
Q(x) = byx™ + by x™ 1+ -+ byx! + by
Sdo iguais se, e somente se, a, = b,, para todo n =0,1,... Isso significa que o0s

polindmios p(X) e q(x) ttm a mesma ordem, 0s mesmos termos e 0s mesmos coeficientes.

8.1.1 Propriedades de Igualdade de Polindmios

A igualdade de polindmios tem algumas propriedades que sdo importantes para sua

manipulacdo e resolucdo de problemas. Essas propriedades incluem:

e Propriedade reflexiva: todo polinémio € igual a si mesmo.

e Propriedade simétrica: se p(x) = q(x), entdo q(x) = p(x).

e Propriedade transitiva: se p(x) = q(x) e q(x) = r(x), entdo p(x) = r(x).

e Propriedade da adicdo: se p(x) = q(x) e q(x) = s(x), entdo p(x) + r(x) = q(x) +
s(x).

e Propriedade da multiplicacdo: se p(x) = q(x) er(x) = s(x), entdo p(x).r(x) =

q(x).s(x).
Exemplos de Igualdade de Polindmios

Aqui estdo alguns exemplos que ilustram a igualdade de polindmios:
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a) p(x) = x>+ 2x + leq(x) = (x + 1)?sdo iguais, pois todos os coeficientes
correspondentes séo iguais.

b) p(x) = 2x3 +5x% +3x + 1eq(x) = 2x3 + 5x? + 3x + 1 sdo iguais, pois todos os
coeficientes correspondentes sao iguais.

c) p(x) =x3+4x?2+6x+4eq(x) =(x + 2)3ndo sdo iguais.
8.2 ADICAO, SUBTRACAO, E MULTIPLICACAO COM POLINOMIOS

A adicdo, subtracdo e multiplicagdo com polinbmios sdo operagdes fundamentais que
permitem realizar diversas manipulacfes algébricas, como simplificacdo de expressdes,

resolucdo de equacdes e identificacdo de padrdes matematicos.
8.2.1 Adicao e Subtragao de Polindmios

A adicdo e subtracdo de polinbmios sdo operacdes semelhantes que consistem em
combinar termos semelhantes e reduzi-los a um Gnico termo. Dois termos sdo considerados
semelhantes se possuem a mesma variavel elevada a um mesmo expoente. Por exemplo, 0s
termos 3x2 e 4x? sdo semelhantes, enquanto 3x2e 4x ndo sdo semelhantes e ndo podem ser

combinados.

Para adicionar ou subtrair dois polinbmios, basta adicionar ou subtrair os coeficientes
dos termos semelhantes. Por exemplo, considere os polinémios P(x) = 3x% + 5x +
2eQ(x) =2x%+ 3x + 1. Para adiciona-los, basta adicionar os coeficientes dos termos

semelhantes:

P(x)+0Q(x) =(3x?>+5x+2)+(2x?>+3x+1) =5x>+8x+3



Figura 18 - Representacdo geométrica da soma de polindémio.

(B PaE % Sicls)IFANNIER
f(x) = 52 +8x+3 =N hy b
g(x) =3 +5x+2

h(x) = 2% +3x+1

+ ®© @ @

Autoral. GeoGebra, 2023.

Para subtrair, basta subtrair os coeficientes dos termos semelhantes:

P(x)—Q(x)=(Bx?+5x+2)— (2x*+3x+1) =x?>+2x+1
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Figura 19 — Representacdo geométrica da subtracdo de Polinémios

\ \ \ P(x) = 3x2 + 5x + 2
I2FSX+2-(2x3+3x+ 1) 9

Q(x)=2x*+3x + 1

Autoral. GeoGebra, 2023.

8.2.2 Multiplicacdo de Polinémios

A multiplicacdo de polindbmios é um pouco mais complexa do que a adi¢do e subtracao,
mas é fundamental para a resolucdo de muitos problemas matematicos. Para multiplicar dois
polinbmios, basta distribuir cada termo de um pelo outro e depois adicionar os resultados. Por
exemplo, considere os polindmios P(x) = 3x + 2 e Q(x) = 2x? — 5x + 1. Para multiplica-

los, basta distribuir cada termo de P(x) por Q(x) e adicionar os resultados:
P(x)'Q(x)=(Bx+2) -(2x*—5x+1)

P(x) - Q(x) = (Bx)(2x?) + (3x)(=5x) + (3x)(1) + (2)(2x?) + (2)(—5x) + (2)(1)
= 6x3 —15x% + 3x + 4x?> — 10x + 2
=6x3 —11x%> —7x+ 2
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Figura 20 - Representagéo geométrica da multiplicagéo de polindémios.

Autoral. GeoGebra, 2023.
8.2.3 Divisao de Polinbmios

A divisdo de polindbmios é um procedimento matematico que consiste em dividir um
polindbmio, denominado dividendo, por outro polinbmio, conhecido como divisor. Essa
operacdo resulta em um quociente e, assim como na divisdo de nameros inteiros, é possivel
haver um resto. A divisdo de polindmios desempenha um papel fundamental na simplificacéo
e resolucéo de equacgOes polinomiais, permitindo a decomposicao de problemas complexos em
etapas mais gerenciaveis. Por meio dessa técnica, € possivel explorar as relagcdes entre 0s termos
de um polindbmio e obter informacdes valiosas sobre suas propriedades e comportamentos. Ao
compreender os principios e métodos subjacentes a divisdo de polinémios, ampliamos nossa
capacidade de solucionar equacg6es, fatorar polinbmios e explorar conceitos mais avancados da

algebra.
8.3 TEOREMA DO RESTO

Um dos teoremas mais importantes na divisdo de polinémios é o Teorema do Resto.

Este teorema afirma que quando um polinémio P(x) é dividido pelo polinémio linear (x — a) ,
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0 resto da divisdo é igual a P(a). Em outras palavras, se P(x) é dividido por (x - a), entdo R(x)

= P(a). Sendo assim, temos:

P(x) = (x —a)Q(x) + R(x)

Onde Q(x) é o quociente da divisdo e R(x) € o resto. O Teorema do Resto € uma

ferramenta poderosa para fatorar polindbmios e encontrar raizes.

Conclusdo: A divisdo de polindmios € uma operacdo importante na algebra e é
fundamental em muitas areas da matematica. O Teorema do Resto é uma ferramenta poderosa
para fatorar polindmios e encontrar raizes, enquanto o método da divisdo sintética € uma técnica
eficiente para simplificar a diviséo de polindmios com um divisor linear. A compreens&o desses

conceitos é fundamental para a resolugdo de problemas matematicos mais complexos.

Demonstracéo:
P(x) | x—a
r Q(x)

De acordo com a definicdo de divisao, temos:

P(x) = (x —a).Q(x) + r, onde

P(x)=(a—a).Q(a) +r
P(a) =0.Q(a) +r , logo:

P(a) =r
6x3 —13x%2 +x + 3 2x2—3x—1
—6x3 +9x2 + 3x 3x — 2
—4x% +4x + 3
4x% — 6x — 2
—2x+1

8.4 DISPOSITIVO PRATICO DE BRIOT-RUFFINI

Briot-Ruffini € um método para realizar a divisdo de polindmios de maneira eficiente e

rapida. Esse método foi desenvolvido pelo matematico italiano Paolo Ruffini e pelo matematico
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francés Charles A. A. Briot, sendo considerado uma extensdao do método de divisdo longa de

polindbmios.

O método Briot-Ruffini é particularmente util para dividir polindmios por um bindmio
da forma x — a econsiste em escrever o polindbmio a ser dividido em uma tabela e utilizar os
coeficientes do polindbmio e do binbmio para obter os resultados da divisdo. A vantagem desse
método € que ele evita a necessidade de escrever o0s expoentes dos termos do polinémio a ser
dividido.

Para ilustrar o método Briot-Ruffini, considere o polindmio P(x) = 3x3 — 5x? + x —

2 e 0 bindmio (x — 2). A tabela de Briot-Ruffini para esse exemplo é apresentada abaixo:

2 ‘ 3 -5 1 -2
X ’3 1 3|4 (resto)

Para dividir o polindbmio 3x3 — 5x? — 2 por x — 2 usando o método de Briot-Ruffini,
escreva o divisor a esquerda e os coeficientes do dividendo a direita. Em seguida, desca o
primeiro coeficiente do dividendo, multiplique o divisor pelo coeficiente e escreva o resultado
abaixo do proximo coeficiente. Adicione os coeficientes e escreva o resultado abaixo do
préximo coeficiente do dividendo. Repita o processo até o tltimo coeficiente e, em seguida, o
resto é escrito como a resposta. A resposta, neste caso € dada pelo quociente:

3x?+x+3

O método Briot-Ruffini é uma ferramenta Gtil para realizar a divisdo de polinémios de
forma eficiente. Esse método é amplamente utilizado em diversas areas da matematica, como
algebra, calculo e geometria analitica. O conhecimento desse método é fundamental para a
resolucdo de problemas matematicos mais complexos e para o avango do conhecimento

cientifico.
8.5 PROPRIEDADES DOS POLINOMIOS

1. Os polindbmios podem ser adicionados, subtraidos, multiplicados e divididos entre si,
desde que o denominador da divisdo ndo seja zero.
2. Os polindmios podem ser fatorados em termos de suas raizes. Por exemplo, o polinémio

P(x) = x? — 2x + 1 pode ser fatorado em (x — 1)2.
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3. O grau de um polinémio € o grau do termo de maior grau do polinémio. Por exemplo,
0 polinémio P(x) = 3x? — 2x + 1 é um polindmio de segundo grau.

4. Os polindmios sdo comutativos, ou seja, a ordem dos termos néo afeta o resultado da
operacao.

5. Os polindmios podem ser avaliados em um valor especifico de sua variavel. Por
exemplo, o polindmio P(x) = 3x? — 2x + 1, avaliado em x = 2, resultaem P(2) = 9
Poais,

P(2)=3.(22-22+1
P(2)=34—-4+1
P(2)=12-3

P(2) =9

6. Os polinémios tém propriedades simétricas em relacdo a suas raizes, ou seja, se um

polindmio tem raizes complexas conjugadas, seus coeficientes sdo também complexos

conjugados.

A propriedade afirma que se um polinbmio tem raizes complexas conjugadas, entdo seus

coeficientes também sdo complexos conjugados.

Um polindmio pode ser escrito como:

P(x) =ax"+ap_x" 1+ -+ ax+ag

Onde ap,a,_; ...,a;,a, a0 0s coeficientes do polindmio e n é o grau do polinémio. Se
as raizes complexas do polindmio sdo dadas por z e Z, onde Z é o complexo conjugado

de z, entdo podemos escrever o polindbmio como:
Px)=a,(x—2)(x—2)...(x —w)(x —w)

Onde w e w sdo outras raizes complexas conjugadas do polinémio.

Podemos expandir essa expressdo usando o méetodo de multiplicacéo de polinémios para
obter:
P(x) = ax™ + (a{n_l} —a,(z+ Z)) a1 (a1 —a,. (w+ vT/))x + (ag —

ApZW ... W)
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Observe gue os coeficientes do polindmio estdo relacionados as somas e produtos das
raizes do polinbmio. Se as raizes do polinbmio sdo complexas conjugadas, entdo essas somas e
produtos também séo complexos conjugados. Portanto, cada coeficiente do polinémio é a soma
ou diferenca de nimeros complexos conjugados, o que significa que cada coeficiente € um

numero complexo conjugado.

7. Os polindmios podem ser representados graficamente como curvas suaves, com pontos
de mé&ximo e minimo correspondentes as raizes e coeficientes do polindmio.
8. Os polindbmios podem ser usados para representar funces, como é o caso do polinémio

de Taylor, que aproxima uma funcdo por um polinémio.
8.6 RELACOES DE GIRARD

As relacbes de Girard sdo um conjunto de férmulas que relacionam as raizes de um
polindmio com seus coeficientes. Essas formulas sdo muito Uteis na algebra e em outras &reas

da matemaética, como a teoria dos nimeros e a teoria dos grupos.

As relacdes de Girard foram descobertas pelo matematico francés Albert Girard no
século XVII. Ele percebeu que as raizes de um polindmio poderiam ser expressas como somas
e produtos de outras raizes, e que essas relacdes poderiam ser usadas para obter informacGes

sobre os coeficientes do polinémio.

Vamos considerar um polindmio de grau n com raizes 14,15, ..., 1,. Entdo, podemos

escrever o polinémio como:
Px)=a, (x—r).(x—1ry) ...(x — 1)
Onde a,, é o coeficiente principal do polinémio. Expandindo essa expressao, obtemos:

P(x) = apx™® —ay(ry + 13+, 1) x™ B+ a, (ry.mprg + o+ gy T )28

e + (_1)7’1. an_rl.rz ...T'n

Observe que os coeficientes do polindmio estdo relacionados as somas e produtos das
raizes do polindmio. As relagBes de Girard afirmam que essas relagbes podem ser expressas

como polinbmios simétricos nas raizes.

Por exemplo, a soma das raizes do polindbmio ¢é dada por:
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_ An-1)

T‘1 +T‘2 + ---T‘n -
an

Essa relacdo pode ser obtida observando que a soma das raizes pode ser encontrada ao
avaliar o polindbmio em x = 0:
P(0) = a,.1.13....13,
Mas também podemaos escrever isso como: P(0) = a,
Substituindo essa expressdo na formula do polindmio, temos:
Ap. 11Ty ... Ty = Qg

Dividindo ambos os lados por a,,, temos:

Qo
T‘l.TZ ...Tn - -
an

E agora podemos usar isso para obter a soma das raizes:

A{n-1}
an

T1+T‘2 +"'+Tn - -
Essa é a primeira relacdo de Girard. Observe que ela € simétrica nas raizes do polinémio,
ou seja, a soma das raizes ndo depende da ordem em que as raizes sdo somadas.

Outra relacdo importante de Girard € a relacdo entre os coeficientes do polindmio e as

raizes quadraticas:

a{n—1})2 _ 2ap-

e+ i+t =(
an an

Esta relacdo pode ser obtida fazendo x = 0 na expresséo para P(x?) e usando a relagéo

de Girard para a soma das raizes e para os coeficientes do polindmio.
9 POLINOMIOS PALINDROMICOS

Os polindmios palindrdmicos sdo uma classe importante de polindmios que apresentam
propriedades distintas em relagdo aos demais polinémios. Esses polindmios possuem uma
caracteristica especial, que é a de serem idénticos a si mesmos quando seus coeficientes sdo
lidos de trés para frente. Em outras palavras, eles apresentam simetria em relacdo ao seu

coeficiente central (Halmos, 1974).
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Uma definicdo formal de um polinémio palindrébmico pode ser dada da seguinte
maneira: seja um polindmio P(x) de grau n com coeficientes a,y, a4, ... a,, entdo P(x) é um
polindbmio palindrémico se, e somente se, ag = a,, a; = d,_1, ..., € assim por diante (Roman,
1995).

Uma propriedade importante dos polindmios palindrémicos é que eles séo divisiveis
pelo polindmio x — a, se e somente se, a for uma raiz do polindmio. Além disso, o grau do
polindmio quociente é sempre um grau menor que o grau do polindmio original. Essa
propriedade é conhecida como o Teorema do Fator Palindromico (Roman, 1995).

Outra propriedade interessante dos polinémios palindrémicos é a de que eles podem ser
expressos como uma soma de poténcias de polinémios quadraticos palindrémicos. Essa formula
é conhecida como a férmula de Moebius para polinémios palindrémicos (Tao, 2007). Mais
precisamente, se P(x) é um polinémio palindrébmico de grau n, entdo podemos escrevé-lo da

seguinte forma:

P
e = 22| [ —a)
Ll

onde a;,a,,...,an Sd0 as raizes do polinémio p(x) (Tao, 2007).
2

Para provar essa férmula, podemos utilizar o fato de que todo polinémio palindrémico
pode ser escrito como uma combinagio linear de polindmios da forma xX + x"~¥ onde k é um
namero inteiro que varia de 0 ag (Roman, 1995).

Considerando um polindémio palindrdmico p(x) de grau n, podemos escrevé-lo da
seguinte maneira:

() = Tk=0)7 ¢ * (4 x7),

onde cy,cq,...,cn s80 0s coeficientes do polinbmio. Observe que essa expressao
2

corresponde a soma de todos os termos de grau par de p(x) = Y.(k = 0)3 c_(2k) = x?k,
Podemos reescrever cada termo da soma acima como:
X<+ X" =(x = a) * (X — ap)
onde aj, € a,_j Sao as raizes do polindbmio palindrébmico p(x). Substituindo essa

expressao na equagéo anterior, temos:

P = Nk=0)Z o (x — a) * (X — agig).
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onde utilizamos o fato de que a soma das raizes de um polindémio palindrémico é sempre
igual a zero (Roman, 1995).

Portanto, provamos que todo polindmio palindromico de grau n pode ser expresso como
uma soma de poténcias de polindmios quadraticos palindrémicos, conforme a formula de
Moebius.

Ainda sobre a forma Palindromica, P(x) = ay + a,z + a,z%* + -+ a,_1z" ' +
a,z". E possivel fatora-la em relacéo a z", de modo que:

a; a, Ap—2 QAp-1
==ttt —
z z

Zn—l Zn—

Ao
P(z) = Z"(Z—n + +a,)

A partir disso, pode-se escrevé-la da seguinte maneira:

n n-1 n-2 2 1

P(z) =z" (ao. G) +a. (Zi) + a,. (;) + ot a, G) + ap_;. (%)
van(2) )=rr ()

Se z, é raiz do polindmio, entdo p(zy) = 0 = p(zy) = z§.p (Zio) =0

H& uma propriedade dos polindmios palindrémicos que afirma que se um ndmero € raiz
do polindmio, entdo seu conjugado também € raiz, é conhecida como Teorema de Descartes.
Essa propriedade é especialmente importante para polinémios palindrémicos com coeficientes
reais, pois permite que sejam identificadas todas as suas raizes reais e complexas conjugadas.

O teorema de Descartes é nomeado em homenagem ao fildsofo e matematico francés
René Descartes, que em sua obra "La Géométrie" (1637) demonstrou a propriedade para
polindmios palindrdmicos de grau impar. No entanto, a prova geral do teorema foi realizada
posteriormente pelo matematico alemédo Carl Friedrich Gauss.

Com base no Teorema de Descartes para polindmios palindrémicos com coeficientes
reais, podemos afirmar que se um numero complexo z, € raiz do polindmio, entdo seu
conjugado z, também ¢é raiz do polinémio.

. . , ., . 1 ., _
A partir dessa propriedade, € possivel estabelecer que além de z, e — serem raizes, (z,)
0

1 / ~
e — também séo.

Zo
Ressaltando que, se z, € uma raiz de um polinémio com coeficientes reais e pertence ao
circulo unitario, entdo seu conjugado z, também é uma raiz do polinémio. Dessa forma,

se z, = a + bi éumaraiz complexacom b # 0, entdo z = a — bi também é raiz do polinébmio.
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Uma propriedade interessante dos polindmios € que, se z, € uma raiz de um polindbmio
com coeficientes reais e pertence ao circulo unitario com centro na origem, além de seu
conjugado também é uma raiz pertencente ao circulo unitario e ambos sdo simétricos em relagédo
ao eixo real. Essa propriedade é conhecida como simetria conjugada e € uma consequéncia
direta do fato de que os coeficientes reais do polinbmio garantem que suas raizes complexas
aparecem em pares conjugados.

Uma consequéncia interessante dessa propriedade € que, se dividirmos uma das raizes
complexas z, por 1, obteremos um ndmero complexo simétrico em relacdo ao eixo real, que
esta localizado fora da circunferéncia unitaria. Essa propriedade € relevante para a analise de
polindmios, pois permite obter informagdes sobre suas raizes complexas e simplificar o célculo
de integrais de funcdes racionais.

Adicionalmente, é importante salientar que, se 0 modulo da raiz complexa z, é igual a
1, entdo a raiz conjugada z, € a propria raiz z,. 1sso ocorre porque, quando o médulo de z, é
unitério, a raiz complexa esta localizada na circunferéncia unitéaria e sua conjugada também esta
na circunferéncia, coincidindo com a prépria raiz. Dessa forma, nesse caso, a raiz z, gera apenas
uma raiz conjugada, que é ela mesma. Essa propriedade pode ser Util na analise de polinémios,
especialmente no calculo das raizes complexas conjugadas de polindmios palindrémicos com
coeficientes reais.

Na figura abaixo, € possivel observar o interessante comportamento das raizes de um
polindbmio palindrémico. As raizes estdo plotadas no plano complexo, e é notavel como elas

estdo distribuidas dentro do circulo unitério.



50

Figura 21 - Raizes do polindmio P(z) dado no circulo unitério.

= GeoGebra Calculadora AJ Gréfica -

c: Circulo(A, B) ; )

Autoral. GeoGebra, 2023.

9.1 METODO ALTERNATIVO PARA A REDUCAO DO GRAU DOS POLINOMIOS
PALINDROMICOS COM COEFICIENTES REAIS

Trata-se uma exploracdo adicional do trabalho apresentado por Vaz, Vasquez e Fonseca
(2021) em seu artigo "Método Alternativo para a Reducdo do Grau dos Polinémios
Palindrémicos com Coeficientes Reais". O objetivo é aprofundar a compreensdo dos
polindmios palindrémicos e suas propriedades, utilizando o processo alternativo de reducéo do

polindbmio palindrémico proposto pelos autores originais.

As informacGes e conclusdes apresentadas aqui sdo baseadas e extraidas do artigo
original de Vaz, Vasquez e Fonseca (2021). Este trabalho visa ndo apenas reproduzir suas
descobertas, mas também fornece uma interpretacdo adicional e contextualizacdo para facilitar

a compreensao.

Neste capitulo, sera realizada a enumeracdo de um conjunto seleto de equacdes
fundamentais que serdo empregadas no ambito do "Método Alternativo para a Reducao do Grau
dos Polinémios Palindrémicos com Coeficientes Reais". O propdsito dessa abordagem consiste

em promover uma compreensdo mais profunda dos elementos matematicos subjacentes a essa
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problematica especifica. E pertinente ressaltar que a enumeracdo abrangera apenas um

subconjunto relevante de equacgdes, de modo a preservar a coeréncia e a concisao do trabalho

A enumeracdo das equacgOes constitui uma etapa crucial na estruturacdo deste estudo,
uma vez que nos permite estabelecer as bases tedricas necessarias para a analise do problema
em questdo. Essas equacOes representam relacGes matemaéticas que permitem descrever e
modelar de forma precisa as caracteristicas dos polinémios palindrémicos e sua reducdo de

grau.

No artigo, os autores definem um polinémio palindrémico como um polindmio
P(z) = YX1_,a,Z¥, onde a, € R, e as seguintes condigdes sdo equivalentes:

I. P(z) é palindrémico, isto é, a,,_, = a, ,Vvk=0,1,2, ..., n.

.. 1 , f — 1 1 . ~
ii. P(z) = z" P (;) Segue-se que se z, € umaraiz de P, Zo,— e — também o serdo. Caso
0 0

|zo] < 1,entdo z, e z, estardo localizadas simetricamente no interior do disco |z| <

1 1 .
1e—e = foradeste. Logo se |z,| = 1, teremos apenas outra raiz complexa para

Zo 2o
1
ZO.

P(2), umavez que |zy| =

Para ilustrar essa definicdo, vamos considerar um exemplo de um polindbmio
palindrémico: P(z) = 2z° — 4z* + 223 + 2z% — 4z + 2 .Este polindbmio ¢ palindromico

porque os coeficientes dos termos correspondentes sdo iguais.
P(z) =2z°>—4z* + 223 + 22> —4z+ 2.

Fatorando P(z) = Z°Q2 -2+ 2+ 2 -2+ 2
VA z z

2 44 ' 45
Se z, € raiz, %também é
P(z) = apzg + a;1z3 + ayz% + aszi + ay
Como sdo palindrémicos, posso reescrever da seguinte forma:
P(z) = apzg + a,123 + ayz% + a 23 + a,
Se z, for solucéo, o polindmio pode ser descrito da seguinte maneira:

aozd + a;z8 1 + -+ a, = 0 pois z, é raiz.
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Provando que o conjugado também da 0

apzd + az8 1+ -+ a, =0

(Z)" =2z]
az =az
Zz+w=z+w

apzd + az8 1+ -+a, =0

apZy" + ;2" P+ +a, =0
apzd + a1z 1+ -+ a, =0

apzy + ayzd P+ +a, =0
apzd + a1z '+ +a, =0

P(zy) = az§ + bzd + cz5 +bzyg+a =0
4 3 2

P(%)=a(%) +b.<%) +c.(%> +b.<%>+a

a+ bzy +czi + bzd + az§

2
Zy

1 1 1 1 1
P(—) = a.—4+b.—3+c.—2+b.—+a
Z ZO ZO ZO Zy

a+b.zyg+c.zg? +b.25° +a.zy*

Z
Zg

ii. Conforme o artigo, segue-se que todo polinémio palindrémico P,(z) , de grau n par,
pode ser expresso em termosdew = z + § e que cada raiz w de Q,, gera duas raizes
de P,(z). Observe-se que no caso de um polinémio palindrémico P(z) de grau impar
tem-se: Ppony13(2) = (z + 1z" Qn(§+ z), uma vez que z = —1 é raiz de todo

polindmio palindromico de grau impar. Logo, sem perda de generalidade é possivel

supor que B,(z) é de grau par.
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A partir desta representacdo, é possivel inferir que cada polinémio palindromico Py,
- 1 / . .
de grau par n pode ser reescrito em termos de w = z + ~. Além disso, cada raiz w do

polindmio @, corresponde a duas raizes de P, (y).

E importante notar que, no caso de um polindmio palindrémico P(z) de grau impar,

temos uma representacéo ligeiramente diferente:

Prq(z2) = (z + 1)Z" Qn(§+ 7). 1sso ocorre porque z = —1 é sempre uma raiz de

qualquer polinémio palindrémico de grau impar.

Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que P, € de grau par ao

trabalhar com polinémios palindrémicos.

De acordo com o artigo, foram feitas varias manipulagdes algébricas no polindbmio do

exemplo abaixo para achar Q,, e consequentemente as raizes de P(z). De fato, o polinémio

palindromico
P(Z)=28—ZS—Z4—Z3+1=Z4(Z4—Z—1—§+Zi4) 9.2)
logo,
. 11 1\* , 1 4
(z —z—1——+—4>—(z+—) =—4z"-z-7—--——
z z z zZ z
- 12
Ao adicionar 4 (z + ;) na equacgao (9.1), temos
an 1,1 1\% 1\2 1
z (z —Z—1—;+Z—4>—(z+;> +4(Z+;) =-z+1—- (9.2)

Adicionando o termo (z + i) nos dois lados da igualdade da equagdo (9.2), temos:
(24—2—1—§+Zi4)—(z+§)4+4(z+§)2+(z+§)=1 (9.3)

Multiplicando o termo z* nos dois lados da igualdade na equacéo (9.3), temos:
24(24—2—1—§+Zi4) =z4<(z+§)4—4(z+§)2 —(Z+§)+ 1). (9.4)

Desta forma, da equacdo (9.4), obtemos
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Py(2) = 2*Q, (z + 1) (9.5)

Foi demonstrado que a equacao (9.5) € um polindmio palindrémico de grau par (n = 8).
No entanto, o procedimento descrito envolve varias manipulacdes algébricas que dependem das
expressdes anteriores. Com base nessa observacdo, sera apresentado um processo alternativo
para a reducdo de polinémios palindromicos com coeficientes reais, feito por Vaz, Vasquez,
Fonseca, (2021). Esse processo busca simplificar e tornar mais eficiente a reducdo desses

polindbmios, evitando a necessidade de repetir todas as manipulacdes algébricas anteriores.
Procedimento alternativo de reducdo do polinémio palindrémico com coeficientes reais

O procedimento subsequente, fundamentado nas relacdes de Viete, permite de maneira
alternativa e genericamente expressar as propriedades dos polinémios palindrémicos com
coeficientes reais. Essas relacdes, estabelecidas por Viéte no século XVI, estabelecem conexdes

entre os coeficientes e as raizes de um polinémio.
1
Pon(2) = 2"Q" (2 +3) (9.6)

Em que a, # 0. Sem perda de generalidade, considere o polindmio palindrémico de

grau par:
Py (z) = 2" + az?" 1 + a2z 2 + -+ ayzt + agz + 1. (9.7)

Das relagGes de Viéte!, tem-se que, se z;(i = 1,2, ...,2n) sdo raizes de P,,(z), ento:

n 2n

2n — — — —

21z = —aq, E ZiZj = Qy, E ZiZjZy = —Q3z,..., 212223 . Zon—1Z2n = 1 (9.9)
j#i izjzk

Ja que as raizes ocorrem em pares inversos, tomamos liberdade para construir o seguinte

polinébmio:

L As relagBes de Viete, desenvolvidas por Francois Viéte no século XVI, estabelecem conexdes entre os
coeficientes e as raizes de um polinémio. Elas permitem expressar as raizes em termos dos coeficientes e
fornecem informacg@es valiosas sobre as propriedades dos polindmios. Essas relaces sdo amplamente utilizadas
na resolucdo de equacbes polinomiais.
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Qn (z + é) = Qn(x) =x™ + byx™  + byx™ 2 4+ by_yx? 4+ by x +
b,, (9.10)

Onde os coeficientes by, (k = 1,2, ...,n) sdo obtidos a partir das relagbes das raizes de

P,(z) e das relagdes com seus coeficientes, alem do fato que z,;_1z,; = 1,0 =

1,2, ...,n. De posse do polinémio Q,,(x) e a partir de suas raizes x; (i = 1,2, ...,n) obtemos as

2n raizes de B,(z), decorrentes da solucdo das n equacGes quadraticas:

1

Xi = Zgi_q1+ Zg; = Z9i_1 + — i=12,..,n (9.11)
Temos que:
—by = YL % = Xit1(Zaio1 + 25) = i221 Zi=—q (9.12)
by = Xl XX = X j(Zoica + 220) (22jo1 + 225) = X7 212 — X2 212 = an — . (9.13)
Por outro lado,
—bs = Xiyjer XiXjXy = Lisjer(Z2i-1 + Z20) (Zok-1 — Zak) (9.14)

Reescrevendo a equacdo (8.14) em funcdo de z;z;z, i # j # k, e operando, se tem:

—by = X% 222 — (0 — 1) 321 Zaim1 227 (9.15)
Usando as relac6es de (9.9) em (9.14), obtemos.
—bs=—az3—(n—1) X1z = —a; — (n— D(—ay) (9.16)
b; =a; — (n—1)a,. (9.17)
Fazendo o célculo de b,

by = Yz ekt XiXj XXy = Nijere1(Zoio1 + 220) (Zoj—1 + 225) (Zok-1 + Z21) (Z21-1 + Z21)

(9.18)
Ao substituir Z?;‘jik# z;Z;Z;Z; Na expressao que determina b
by = Xixjrrx1 ZiZjZkZ1 — (Bzjzi#1 Z2i-122i%21 T X Z2i-1Z2iZ2j-122j)- (9.19)

Realizando os calculos e fazendo as devidas substitui¢des, tem-se que:
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(n-3)
b, = Zizq?thk;tlzizjzkzl - ((Tl —-2) Zir;&j Zrz; — 2 nz ) (9.20)

Ou equivalente,

nn-3)

b4 = a4 - (n - 2)a2 + 2 (921)
O célculo do coeficiente bg do polinémio Q,,(x) na equacao € (9.10):
—bs = Z?ijikilirxl’xjxkxlxr (9.22)

Através de célculos feitos por Vaz, Vasquez, Fonseca (2021), e calculando os

coeficientes bg, chega-se a seguinte concluséo:

bs =as— (n—3)as + %al. (9.23)

O que ocorre sucessivamente.

Segundo os autores, através do exposto, é possivel concluir que coeficiente by de indice
par/impar depende de todos os coeficientes a; de indice par/impar inferiores ou iguais a k.
Seguindo um procedimento semelhante é possivel obter os by, k > 6.

Por exemplo, no caso de um polinémio palindrémico de grau 8 e 6:

P(z) =z8 +a;z” + ayz° + azz° + a,z* + azz3 + a,z? + a;z + 1 (9.24)

P(z) = z° + a;2° + apz* + a3z + a2 + a;z + 1 (9.25)
Seus correspondentes polindmios reduzidos sdo respectivamente:
Q.,(x) =x*+a;x3+ (a, — 4)x? + (a3 — 3a.)x + (ay — 2a? + 2). (9.26)
Q;(x) = x® + a;x? + (a, — 3)x + (a3 — 2a,). (9.27)
Assim por exemplo, no caso do especifico do polinémio
Py(z2) =28 —2z5—2z*-23+1 (9.28)
Temos que seu polinémio reduzido é:
Qs(x)=x*—4x?—x+1 (9.29)
Pelas equacdes o polindmio pode ser exprimido como:
Py(z) = z*Q, (z + i) =z* ((Z + §)4 —4 (z + i)z - (z + E) + 1) (9.30)

Portanto, a partir da argumentacdo dada acima podemos enunciar e demonstrar o
seguinte teorema.

Teorema 8.1: Considere o polinémio palindrémico de grau par e com coeficientes reais.
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P(z) =z"+a?" '+ a,z?" 2+ -+ az +ayz+ 1 (9.31)
E seja Q,,(x) seu polindmio reduzido. Entdo x é uma raiz real de Q,,(x) se, e somente,
e seja P(z) possui duas raizes z, tais que z e real ou |z| = 1. Ou, equivalente, para cada raiz
complexa de Q,(x), P(z) possuiré duas raizes qualquer P(z) logo as raizes complexas z, |z| #
1 e reciprocamente.
Demonstragdo: Seja z = a + ; umaraiz qualquer P(z) logo as raizes de Q,,(x) sao tais
que:

x=z+§=z+%=a(1+#>+ﬁ(1—i)i (9.32)

|| |z|2
Logo, x sera real se, e somente se, x € R ou |z| = 1.
Observa-se que, se x € R, da equacdo tem se que:

g = XEvxT-4 ;"2_4 (9.33)

Logo, z € C\R & x € (—2,2)

2 — 2
Além disso, |z| = j(— 5) +( 42x2) .= 1 Reciprocamente, s x € R,

x| =2 e z€R,
De tal sorte que z e i (diferente +/—1) ndo estdo no circulo unitario.

Exemplo: Considere o polindmio reduzido.
Qs(x) =x>+x*—6x3—3x2+7x+5 (9.34)
Do polindmio
P(z2)=2z042°—28 427 —264+452>—z*+23 —z22+z+ 1. (9.35)
A figura 24, mostra as raizes z;,i = 1,2, ...10 do polinomio P(z) = z1° + z° — z8 +

z7 —z%+52° —z* + z3 — z2 + z + 1 e suas localizages no circulo unitario.



58

Figura 22 -Raizes do polindmio P(z) dado no circulo unitério.
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Autoral: GeoGebra

10 CONCLUSAO

Neste trabalho, realizamos uma exploracdo dos nimeros complexos e dos polinémios
palindrébmicos, desde a introducdo dos conceitos fundamentais até a analise de suas
propriedades. Através do estudo da tematica sob uma perspectiva histérica, foi possivel
entender a evolucdo dos nimeros complexos, desde sua concepg¢do até sua consolidacdo na

teoria matematica.

A andlise dos polinbmios palindrémicos, uma classe especial de polinbmios com
propriedades Unicas, foi realizada com mais enfoque. Foi introduzido um método alternativo
para a reducdo do grau dos polindmios palindromicos com coeficientes reais, proporcionando

uma nova perspectiva sobre o problema.

O uso do software GeoGebra como suporte permitiu ilustrar operagdes e conceitos,
facilitando a compreensdo dos tdpicos discutidos. Por meio desta ferramenta, foi possivel
visualizar de maneira clara e intuitiva as operacdes com numeros complexos e polindbmios

palindrémicos.

Este estudo contribui para o campo da educagdo matematica, fornecendo uma nova

abordagem para a exploracdo e entendimento dos numeros complexos e polindmios
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palindrémicos. Através da compreensdo desses conceitos, € possivel abrir novas portas para a

pesquisa e a aplicacdo pratica desses topicos na matematica e em areas correlatas.

Em suma, a presente monografia apresentou uma analise introdutéria dos numeros
complexos e polinbmios palindrémicos, explanando sobre suas propriedades e
comportamentos. Ao compreender a simetria e a estrutura desses polinémios, abre-se um vasto
leque de possibilidades de aplicacdo e aprofundamento tedrico. Conclui-se, assim, que a
continuidade da pesquisa nesse campo € fundamental para o avan¢o do conhecimento
matematico, sobretudo no campo académico, e para a ampliacao de suas aplicacdes praticas em

areas congéneres.
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