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Resumo 

 
Este estudo propõe a dedução físico-matemática e a aplicação de distribuições de 
velocidades baseadas em regimes não relativístico e relativístico, sendo, 
respectivamente, a distribuição de Maxwell-Boltzmann e a distribuição de Maxwell-
Jüttner. A aplicação se deu a sistemas físicos oriundos da Astrofísica e da Física de 
Plasma. Alguns destes sistemas são previstos teoricamente e outros estimados a 
partir de observações experimentais. A opção pelo método de pesquisa bibliográfico 
e exploratório possibilitou, a partir da teoria existente, a descrição e dedução 
detalhada dos parâmetros de cada distribuição, o cálculo dos valores médios de 
velocidade, o esboço dos gráficos com a utilização de softwares e a comparação 
dos traços e magnitudes encontradas. Pôde-se observar que a determinação do 
regime do sistema depende da massa das partículas (parâmetro microscópico) e da 
temperatura (parâmetro macroscópico), sendo que as distribuições se aproximam 
em regimes clássicos. Os regimes relativísticos apresentados em alguns sistemas 
proporcionaram dados numéricos e gráficos cuja possibilidade de ocorrência 
provocam a Física; tais situações foram tratadas à luz do conhecimento teórico 
atual. 
 
 
Palavras-Chave: Maxwell-Boltzmann; Maxwell-Jüttner; Relatividade; Distribuição de 
Velocidades; Teoria Cinética dos Gases.  



Abstract 

 
This study proposes the physical-mathematical deduction and the application of 
velocity distributions based on non-relativistic and relativistic regimes, being, 
respectively, the Maxwell-Boltzmann distribution and the Maxwell-Jüttner distribution. 
The application was given to physical systems from Astrophysics and Plasma 
Physics. Some of these systems are theoretically predicted and others estimated 
from experimental observations. The option for the bibliographic and exploratory 
research method allowed, based on the existing theory, the detailed description and 
deduction of the parameters of each distribution, the calculation of mean velocity 
values, the sketching of graphics using software and the comparison of traces and 
magnitudes found. It was observed that the determination of the system regime 
depends on the particle mass (microscopic parameter) and temperature 
(macroscopic parameter), and the distributions are similar in classical regimes. The 
relativistic regimes presented in some systems provided numerical and graphical 
data whose possibility of occurrence provokes Physics; such situations were dealt 
with in the light of current theoretical knowledge. 

 
 

Keywords: Maxwell-Boltzmann; Maxwell-Jüttner; Relativity; Speed Distribution; 
Kinetic Theory of Gases. 
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Introdução 

 

O desenvolvimento da Física se dá a partir da observação de fenômenos 

e da construção de modelos teóricos embasados nos dados fenomenológicos. 

A escala dos fenômenos observáveis, por sua vez, depende da confiabilidade 

das medidas e da capacidade de processamento daqueles dados. 

Se as medições possuem grandes erros ou se o volume de dados é 

muito grande de modo a impossibilitar a extração de informações do sistema e 

a sua análise, a escala do fenômeno deve ser alterada ou os dados devem ser 

extraídos a partir de outras observações. 

Tal questão é intrínseca ao estudo dos gases, dos plasmas e da matéria 

altamente energizada em geral, pois as grandezas observáveis que 

determinam o estado de um sistema possuem escala macroscópica, e, 

conforme [1], a partir de observáveis como temperatura, pressão e volume, é 

possível expressar a energia média das partículas. 

Medidas determinísticas da velocidade dos minúsculos corpúsculos de 

um gás são inviáveis, pois sua quantidade é imensa. O número de Avogadro, 

por exemplo, que traz a quantidade de átomos por mol de determinada 

substância, é de aproximadamente 6,022 × 1023 unidades, o que 

corresponderia a mais de seiscentos bilhões de trilhões de partículas [2]; 

ademais, trabalha-se frequentemente com múltiplos desse valor. 

Isso implica que a consideração e cálculos de grandezas físicas como a 

energia e a velocidade individual de cada uma delas tornam-se impraticáveis. 

Para estes casos, buscam-se abordagens estatísticas de grandezas físicas 

microscópicas a partir de observáveis macroscópicos [3, 4]. 

Logo, encontrar a relação entre a temperatura, parâmetro macroscópico, 

e os valores médios da velocidade, grandeza microscópica, bem como 

determinar a distribuição probabilística de velocidades torna-se imprescindível 

para caracterizar tais sistemas de partículas. 

A distribuição de Maxwell-Boltzmann aplica-se satisfatoriamente a 

partículas de baixas velocidades, como a elétrons e íons – separadamente – de 

um plasma a temperaturas da ordem de alguns milhares de kelvin. Entretanto, 
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valores muito altos desta grandeza podem resultar em um regime relativístico 

de velocidades corpusculares. Neste caso, a distribuição de Maxwell-

Boltzmann pode não ser o melhor modelo que descreve o sistema físico [5]. 

Conforme [6], a Teoria da Relatividade Restrita implica no limite de 

velocidades dos corpos de massa não nula de aproximadamente 2,9979 ×

108 m/s . A partir deste limite, Ferencz Jüttner deduziu, em 1911, uma 

distribuição de velocidades (denominada distribuição de Maxwell-Jüttner) que o 

levasse em consideração [7]. 

Altas temperaturas e, possivelmente, altas velocidades de partículas 

ocorrem na teoria e em experimentos de fusão nuclear controlada. Em objetos 

astrofísicos elas também são observadas. Coloca-se, então, o seguinte 

questionamento: entre as distribuições de velocidades de Maxwell-Boltzmann e 

de Maxwell-Jüttner, qual é a que melhor descreve o conjunto de velocidades de 

partículas a temperaturas muito elevadas como as que se observam em alguns 

corpos celestes e na teoria da fusão nuclear controlada?  

Pretende-se, a partir do problema exposto, aplicar as distribuições de 

velocidades de Maxwell-Boltzmann e de Maxwell-Jüttner a valores de 

temperatura encontrados em objetos astrofísicos e na teoria da fusão nuclear 

controlada. Para tanto, espera-se encontrar, de forma analítica (se possível), as 

expressões da velocidade mais provável, da velocidade média e da raiz 

quadrada da velocidade média quadrática das partículas para as duas 

distribuições de velocidades; aplicar as distribuições a valores de temperatura e 

de massa de corpúsculos observados em objetos astrofísicos e nas previsões 

teóricas da fusão nuclear controlada; e comparar os parâmetros resultantes 

das distribuições de velocidades. 

O estudo das distribuições de velocidade e sua aplicação em situações 

teóricas e práticas permite que se teste a validade e a adequação dos modelos 

físico-matemáticos, que buscam, em última análise, melhor descrever a 

realidade. Aí reside um argumento em favor da relevância deste trabalho. 

Ademais, observou-se, na pesquisa bibliográfica, grande quantidade de 

material relativo à distribuição de Maxwell-Boltzmann. Com relação à 

distribuição de Maxwell-Jüttner, há, no entanto, poucas publicações que a 

enfoquem da maneira que se optou por abordá-la. 
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Pode se aliar a isso o fato desta distribuição relativística, em razão de 

sua complexidade e especificidade, não ser parte do conteúdo ministrado 

durante o curso de graduação em Física. Por isso, a busca pelo seu 

entendimento e a tradução deste em uma pesquisa acadêmica apenas 

engrandece a relevância desta para o seu autor. 

Para os fins a que se propõe o projeto, e por sua natureza 

eminentemente teórica, esta pesquisa se caracteriza como exploratória [8], pois 

busca explicitar o problema e familiarizar sua compreensão. Além disso, é 

bibliográfica, pois se embasa unicamente em materiais científicos publicados 

para, então, apresentar uma aplicação hipotética de uma teoria utilizando 

critérios de outra teoria, ou seja, aplica-se a teoria na teoria. 

A partir de tal metodologia, algumas atividades em fontes de coleta de 

informações foram realizadas, quais sejam: 

1) A investigação, em artigos científicos e livros, bem como a caracterização 

das distribuições de velocidades em relação à teoria qualitativa e dedução 

matemática. As soluções de funções que representam grandezas físicas 

podem ser encontradas de forma analítica e/ou de forma numérica. Assim, 

reconhecer os parâmetros estatísticos que podem ser calculados 

analiticamente e, na sua impossibilidade, via métodos numéricos, é etapa 

essencial; 

2) A montagem das equações e o cálculo nos softwares online Wolfram Alpha 

(https://www.wolframalpha.com/) e Integral Calculator (https://www.integral-

calculator.com/) dos parâmetros estatísticos oriundos da distribuição de 

Maxwell-Boltzmann e da distribuição de Maxwell-Jüttner para valores de 

temperatura teorizados pelos estudiosos da geração de energia via fusão 

nuclear e de locais astrofísicos como a superfície do Sol e o disco de acreção 

do quasar 3C 273 e; 

3) A construção de tabelas e de gráficos das distribuições de velocidades para 

cada valor de massa e temperatura utilizando o software Rstudio. 

 
A estrutura desta pesquisa é a seguinte: o Capítulo 1 aborda a teoria 

cinética dos gases, com algumas deduções e correlações entre grandezas 

macroscópicas e microscópicas. Os capítulos 2 e 3 expõem, respectivamente, 

as deduções das distribuições de Maxwell-Boltzmann e de Maxwell-Jüttner. 



13 

 
 

O capítulo 4 contém as aplicações destas distribuições de velocidades a 

algumas situações. As considerações finais sintetizam observações realizadas 

nos capítulos antecedentes e, por fim, há os apêndices com o detalhamento de 

muitas das deduções matemáticas cujos resultados figuram no texto do 

trabalho. 
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Capítulo 1 

A Teoria Cinética dos Gases 

 

 

1.1 Introdução 

 
O movimento das partículas de um gás é muito complexo de ser 

analisado, pois envolve um número imenso de corpúsculos com suas posições 

e momentos lineares. Trabalha-se, comumente, com múltiplos do número de 

Avogadro. Isso inviabiliza o cálculo de grandezas físicas individuais como a 

energia cinética e a velocidade. 

Nesse caso, para se extrair informações físicas relevantes do modelo, 

utiliza-se uma abordagem estatística das grandezas individuais daqueles 

corpos microscópicos. Estas, por sua vez, implicam efeitos macroscópicos 

mensuráveis na forma de pressão, temperatura e volume – aspectos 

envolvidos na equação de estado de determinada substância [1]. 

Conceitualmente, a pressão de um gás nas paredes de um recipiente é 

a razão entre a força exercida por suas partículas nas faces internas deste e 

esta área superficial interna. Sua temperatura é a medida da energia cinética 

média de seus átomos ou moléculas [2]. O volume do gás é o volume do 

recipiente que o envolve. 

A energia cinética média 〈𝐸〉 , por sua vez, considera o valor médio 

quadrático da velocidade 〈𝑣2〉 das partículas do gás a partir da seguinte 

relação: 

 

〈𝐸〉 =
𝑚0〈𝑣

2〉

2
 ,                                                  (1.1) 

 

onde 𝑚0 é a massade repouso de seus átomos ou moléculas [2]. 

Busca-se, então, um modelo físico-matemático que relacione os 

parâmetros macroscópicos temperatura, pressão e volume do gás a sua 

energia cinética média e velocidade média quadrática das partículas. 
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1.2 Desenvolvimento Teórico 

 
A dedução apresentada por [2] considera um recipiente cúbico cujo gás 

em seu interior está a uma temperatura constante. A pressão que suas 

partículas exercem nas paredes internas depende da transferência de 

momento na forma de colisões elásticas entre aquelas e estas. Neste modelo, 

o gás é composto por átomos ou moléculas puntiformes e as forças oriundas 

da interação entre os corpúsculos, bem como suas colisões, são desprezíveis. 

Uma partícula isolada tem massa 𝑚0 e velocidade 𝑣⃗. Ela se submete às 

leis de movimento de Newton, mas o movimento total é isotrópico, isto é, as 

direções e módulos das velocidades são livres. A figura abaixo ilustra o choque 

elástico entre a parede e o átomo/molécula: 

 
Figura 1.1–Cubo com molécula de gás. 

 
Fonte: [2], p. 142 (adaptação). 

 

A transferência de momento da parede para a partícula se dá, 

matematicamente, na direção 𝑥, da seguinte forma: 

 

𝑝𝑥(𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙) = 𝑚0𝑣𝑥(𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙)                                                (1.2) 

 

𝑝𝑥(𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙) = 𝑚0𝑣𝑥(𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙)                                                (1.3) 
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𝑣𝑥(𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙) = − 𝑣𝑥(𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙)                                             (1.4) 

 

𝑝𝑥(𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙) = −𝑝𝑥(𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙)                                             (1.5) 

 

∆𝑝 = 𝑚0𝑣𝑥(𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙) −𝑚0𝑣𝑥(𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙) = −𝑝𝑥(𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙) − 𝑝𝑥(𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙)              (1.6) 

 

∆𝑝 = −2𝑚0𝑣𝑥 .                                                      (1.7) 

 
Portanto, o momento transferido da molécula do gás para a parede 

interna é 2𝑚0𝑣𝑥 . O tempo necessário para que a partícula atinja a parede 

frontal e retorne, considerando a dimensão de aresta 𝐿 do cubo, é: 

 

𝑣𝑥 =
2𝐿

∆𝑡
                                                          (1.8) 

 

∆𝑡 =
2𝐿

𝑣𝑥
  .                                                       (1.9) 

 
A variação do momento linear relacionada à variação temporal consiste 

na grandeza física força(2a Lei de Newton): 

 

∆𝑝

∆𝑡
= 𝐹                                                              (1.10) 

 

∆𝑝 = 𝐹∆𝑡                                                          (1.11) 

 

𝐹∆𝑡 = 2𝑚0𝑣𝑥                                                        (1.12) 

 

𝐹 =
2𝑚0𝑣𝑥
∆𝑡

                                                       (1.13) 

 

𝐹 =
2𝑚0𝑣𝑥
2𝐿
𝑣𝑥⁄
                                                      (1.14) 

 

𝐹 =
𝑚0𝑣𝑥

2

𝐿
 .                                                       (1.15) 
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Esta é a expressão da força que uma partícula faz na parede do 

recipiente. Para encontrar a pressão 𝑃  exercida nesta interface, deve-se, 

primeiro, encontrar a força que todas as 𝑁 partículas aplicam naquela, para, 

então, relacioná-la com a sua área 𝐿2: 

 

𝐹𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =∑
𝑚0𝑣𝑥𝑖

2

𝐿

𝑁

𝑖=1

                                                   (1.16) 

 

𝑃 =
𝐹𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐿2

=
∑

𝑚0𝑣𝑥𝑖
2

𝐿

𝑁
𝑖=1

𝐿2
                                              (1.17) 

 

𝑃 =  ∑
𝑚0𝑣𝑥𝑖

2

𝐿3

𝑁

𝑖=1

 .                                                  (1.18) 

 
Retirando os termos constantes para fora do somatório, tem-se: 
 

𝑃 =
𝑚0
𝐿3
∑𝑣𝑥𝑖

2

𝑁

𝑖=1

 .                                                    (1.19) 

 
A média do quadrado das velocidades na direção 𝑥 pode ser encontrada 

com a multiplicação da expressão acima pela fração 𝑁/𝑁: 

 

𝑃 =
𝑚0
𝐿3
(∑𝑣𝑥𝑖

2

𝑁

𝑖=1

) (
𝑁

𝑁
)                                           (1.20) 

 

𝑃 =
𝑚0𝑁

𝐿3
〈𝑣𝑥
2〉 .                                                    (1.21) 

 

𝐿3 é o volume do cubo. Logo: 
 

𝑃 =
𝑚0𝑁

𝑉
〈𝑣𝑥
2〉 .                                                       (1.22) 

 
As velocidades médias independem da direção adotada[3], pois há um 

número muito grande de partículas se movendo aleatoriamente de forma muito 

rápida. Dessa forma, o modelo considera que os módulos das velocidades 

médias são iguais em qualquer direção. Portanto: 

 

〈𝑣2〉 = 〈𝑣𝑥
2〉 + 〈𝑣𝑦

2〉 + 〈𝑣𝑧
2〉                                         (1.23) 
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〈𝑣𝑥
2〉 =  〈𝑣𝑦

2〉 = 〈𝑣𝑧
2〉                                             (1.24) 

 

〈𝑣𝑥
2〉 =

1

3
〈𝑣2〉 .                                               (1.25) 

 

A pressão exposta em (1.22) seria alterada da seguinte forma: 

 

𝑃 =
𝑚0𝑁

3𝑉
〈𝑣2〉                                                      (1.26) 

 

𝑃𝑉 =
𝑚0𝑁

3
〈𝑣2〉 .                                                   (1.27) 

 

É possível relacionar tal modelo com a equação dos gases ideais [4]: 

 

𝑃𝑉 = 𝑛𝑅𝑇                                                            (1.28) 

 

𝑛𝑅𝑇 =
𝑚0𝑁

3
〈𝑣2〉 ,                                                  (1.29) 

 
sendo 𝑅 a constante universal dos gases ideais e 𝑁 =  𝑛𝑁𝐴, onde 𝑛 é o número 

de mols do gás e 𝑁𝐴 o número de Avogadro: 

 

𝑛𝑅𝑇 =
𝑚0𝑛𝑁𝐴
3

〈𝑣2〉                                                 (1.30) 

 

𝑅𝑇 =
𝑚0𝑁𝐴
3

〈𝑣2〉 .                                                 (1.31) 

 

Considerando que a massa molar 𝑀 do gás é a multiplicação entre a sua 

massa molecular e o número de Avogadro, isto é, 𝑀 =  𝑚0𝑁𝐴, tem-se: 

 

𝑅𝑇 =
𝑀

3
〈𝑣2〉 .                                                  (1.32) 

 

Isolando 〈𝑣2〉 e extraindo sua raiz quadrada, encontra-se a velocidade 

eficaz [1] ou velocidade rms, designada por 𝑣𝑟𝑚𝑠 (acrossemia do inglês: root 

meansquare = rms), dada por: 
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𝑣𝑟𝑚𝑠  =  √
3𝑅𝑇

𝑀
                                                 (1.33) 

ou 

𝑣𝑟𝑚𝑠  =  √
3𝑘𝑇

𝑚0
 ,                                             (1.34) 

 

pois 𝑅/𝑁𝐴  =  𝑘 =  1,3806 × 10
−23 J/K  é a constante de Boltzmann, cuja 

unidade é joules por kelvin [4]. Pode-se afirmar, também, que a velocidade 

quadrática média de cada uma das componentes 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 e 𝑣𝑧 é, adotando-se 𝑣𝑥: 

 

𝑅𝑇 = 𝑀〈𝑣𝑥
2〉                                                  (1.35) 

 

〈𝑣𝑥
2〉 =

𝑅𝑇

𝑀
                                                    (1.36) 

 

〈𝑣𝑥
2〉 =

𝑘𝑇

𝑚0
 .                                                      (1.37) 

Logo: 

 

𝑣𝑥(𝑟𝑚𝑠)  =  √
𝑅𝑇

𝑀
                                                   (1.38) 

 

ou 

 

𝑣𝑥(𝑟𝑚𝑠)  =  √
𝑘𝑇

𝑚0
 .                                                 (1.39) 
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Capítulo 2 

A Função de Distribuição de 

Velocidades de Maxwell-Boltzmann 

 

 

2.1 Introdução 

 
Os resultados obtidos no Capítulo anterior são muito significativos, pois, 

a partir de uma grandeza física macroscópica como a temperatura 𝑇 é possível 

determinar a velocidade rms com a qual se movem as partículas do gás. 

Entretanto, a dedução exposta leva a outra hipótese. 

Se existe 𝑣𝑟𝑚𝑠,  parâmetro estatístico da velocidade, pode existir uma 

distribuição de prováveis velocidades, isto é, uma função densidade de 

probabilidade que descreva os intervalos de velocidades a serem assumidos 

pelos corpúsculos deste gás. 

O físico britânico James Clerk Maxwell apresentou, em 1859, um 

trabalho no qual expôs uma distribuição de velocidades de um gás em 

equilíbrio térmico [9] e, em 1876, Ludwig Boltzmann chegou ao mesmo 

resultado por um modelo diferente. 

Apresenta-se, a seguir, uma possível dedução desta função distribuição 

de velocidades. 

 
 

2.2 Desenvolvimento Teórico 

 
Conforme [9], considerando um espaço tridimensional de velocidades 

moleculares, como na Figura 2.1, busca-se encontrar a probabilidade de as 

partículas de um gás, que possuem velocidades diversas, apresentarem as 

componentes desta grandeza entre os valores de 𝑣𝑥 e 𝑣𝑥 + 𝑑𝑣𝑥; 𝑣𝑦 e 𝑣𝑦 + 𝑑𝑣𝑦; 

e 𝑣𝑧 e 𝑣𝑧 + 𝑑𝑣𝑧. 
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Figura 2.1– Espaço de velocidades. 

 
Fonte: [9], p. 275. 

 

Seja 𝑓(𝑣𝑥 , 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 uma fração do total de partículas de um gás 

com componentes 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 e 𝑣𝑧 compreendidas na faixa de velocidades exposta 

no parágrafo anterior. Deseja-se descobrir qual é esta função distribuição de 

velocidades. Como a velocidade média quadrática depende da temperatura do 

gás, supõe-se que esta distribuição também dependa. Considere-se o gás em 

equilíbrio térmico, com a temperatura 𝑇 constante [1]. 

Pela definição de probabilidade de variáveis aleatórias contínuas [10], e 

considerando que o número de moléculas é suficientemente grande para que 

se adotem como contínuos os valores de velocidades contidas num intervalo 

cujos limites tendam a −∞ e +∞ em cada dimensão do espaço de velocidades: 

 

∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 = 1                                    (2.1)

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

 

 

ou 

 

∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)𝑑𝑊 = 1 ,                                       (2.2)

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

 

 

 

sendo 𝑑𝑊 o elemento de volume do espaço de velocidades igual a 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧. 

Contudo, duas considerações devem ser novamente feitas, similares às 

determinadas para a dedução da velocidade média quadrática. Em primeiro 

lugar, as componentes são independentes, isto é, o valor de 𝑣𝑥, por exemplo, 

não está vinculado aos valores de 𝑣𝑦 e 𝑣𝑧. Isso é válido para cada componente 

em relação às outras duas. Em segundo lugar, não há direção espacial 
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preferencial para onde as moléculas caminham, ou seja, o espaço é 

isotrópico[11]. 

Matematicamente, estes princípios se expressam com a adoção da 

mesma forma funcional para cada componente (isotropia espacial) e com a 

separação da função principal em funções autônomas em relação às outras 

(independência entre as componentes): 

 

∫ 𝑓(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥

+∞

−∞

= 1 ;                                                (2.3) 

 

∫ 𝑓(𝑣𝑦)𝑑𝑣𝑦

+∞

−∞

= 1 ;                                               (2.4) 

 

∫ 𝑓(𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑧

+∞

−∞

= 1 .                                               (2.5) 

 

Como essas componentes são independentes e suas funções são 

interpretadas probabilisticamente, a função𝑓(𝑣𝑥 , 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧  é igual ao 

produto das funções componentes: 

 

𝑓(𝑣𝑥 , 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 =  𝑓(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥𝑓(𝑣𝑦)𝑑𝑣𝑦𝑓(𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑧          (2.6) 

 

∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑣𝑥 , 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥

+∞

−∞

∫ 𝑓(𝑣𝑦)𝑑𝑣𝑦

+∞

−∞

∫ 𝑓(𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑧

+∞

−∞

 . 

(2.7) 

 

A isotropia espacial implica a não dependência da direção que se adota, 

pois a probabilidade de se encontrar determinado número de partículas em 

uma fração do espaço de velocidades deve ser a mesma que a de outra região 

equidistante da origem daquele espaço. Portanto, faz-se necessário considerar 

não mais as componentes da velocidade, mas o módulo desta na função 

distribuição de velocidades[11]: 
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𝑓(𝑣)𝑑𝑊 = 𝑓(𝑣𝑥)𝑓(𝑣𝑦)𝑓(𝑣𝑧)𝑑𝑊 ,                          (2.8) 

 

onde 𝑣 = √𝑣𝑥2 + 𝑣𝑦2 + 𝑣𝑧2. Então: 

 

𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑣𝑥)𝑓(𝑣𝑦)𝑓(𝑣𝑧) .                                    (2.9) 

 
Tomando a derivada de 𝑓(𝑣) em relação a 𝑣𝑥, tem-se 

 

𝑑𝑓(𝑣)

𝑑𝑣𝑥
=
𝑑𝑓(𝑣𝑥)

𝑑𝑣𝑥
𝑓(𝑣𝑦)𝑓(𝑣𝑧)                                     (2.10) 

 

(
𝜕𝑓(𝑣)

𝜕𝑣
) (
𝜕𝑣

𝜕𝑣𝑥
) =

𝑑𝑓(𝑣𝑥)

𝑑𝑣𝑥
𝑓(𝑣𝑦)𝑓(𝑣𝑧) .                           (2.11) 

 

Como 𝑣 = √𝑣𝑥2 + 𝑣𝑦2 + 𝑣𝑧2, tem-se: 

 

𝜕𝑣

𝜕𝑣𝑥
= 

𝑣𝑥

√𝑣𝑥2 + 𝑣𝑦2 + 𝑣𝑧2
=
𝑣𝑥
𝑣
 .                                       (2.12) 

 
Além disso: 
 

𝜕𝑓(𝑣)

𝜕𝑣
= 𝑓′(𝑣)                                 (2.13) 

 
e 
 

𝑑𝑓(𝑣𝑥)

𝑑𝑣𝑥
= 𝑓′(𝑣𝑥) .                                                (2.14) 

 

Portanto: 

 

𝑓′(𝑣)

𝑣
𝑣𝑥 = 𝑓

′(𝑣𝑥)𝑓(𝑣𝑦)𝑓(𝑣𝑧) .                                      (2.15) 

 

O quociente entre (2.15)  e (2.9) promove o cancelamento do termo 

𝑓(𝑣𝑦)𝑓(𝑣𝑧): 

𝑓′(𝑣)𝑣𝑥
𝑓(𝑣)𝑣

=
𝑓′(𝑣𝑥)

𝑓(𝑣𝑥)
                                                  (2.16) 

 
𝑓′(𝑣)

𝑓(𝑣)𝑣
=
𝑓′(𝑣𝑥)

𝑓(𝑣𝑥)𝑣𝑥
 .                                               (2.17) 
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Neste ponto, cabe uma análise mais profunda. Um dos lados da 

igualdade em (2.17) é função que depende do valor de uma das componentes, 

enquanto que o outro lado vincula-se ao módulo da velocidade 𝑣. Esta, por sua 

vez, subordina-se aos valores de 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 e 𝑣𝑧. Então, para um dado valor de 𝑣𝑥, 

há infinitas combinações de 𝑣𝑦  e 𝑣𝑧  que tornam a igualdade acima válida. 

Dessa forma, a relação acima só faz sentido matemático se for igual a um valor 

constante[11], isto é: 

 

𝑓′(𝑣)

𝑓(𝑣)𝑣
=
𝑓′(𝑣𝑥)

𝑓(𝑣𝑥)𝑣𝑥
=
𝑓′(𝑣𝑦)

𝑓(𝑣𝑦)𝑣𝑦
=
𝑓′(𝑣𝑧)

𝑓(𝑣𝑧)𝑣𝑧
= constante .     (2.18) 

 
A constante a ser adotada é −2𝛼 em virtude da maior facilidade em se 

trabalhar com o expoente negativo após a integração de uma das equações 

acima. Portanto: 

 
𝑓′(𝑣)

𝑓(𝑣)𝑣
= −2𝛼                                                              (2.19) 

e 

𝑓′(𝑣𝑥)

𝑓(𝑣𝑥)𝑣𝑥
= −2𝛼 .                                                           (2.20) 

 
Substituindo (2.14) em (2.20): 

 
𝑑𝑓(𝑣𝑥)

𝑑𝑣𝑥𝑓(𝑣𝑥)𝑣𝑥
= −2𝛼                                               (2.21) 

 

𝑑𝑓(𝑣𝑥)

𝑓(𝑣𝑥)
= −2𝛼𝑣𝑥𝑑𝑣𝑥 .                                            (2.22) 

 

Integrando (2.22), tem-se 

 

∫
𝑑𝑓(𝑣𝑥)

𝑓(𝑣𝑥)
=∫−2𝛼𝑣𝑥𝑑𝑣𝑥                                          (2.23) 

 

ln(𝑓(𝑣𝑥)) = − 𝛼𝑣𝑥
2  +  𝐶 .                                         (2.24) 

 

 
A inversão do logaritmo expõe 𝑓(𝑣𝑥): 
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𝑓(𝑣𝑥) = 𝑒
− 𝛼.𝑣𝑥

2 +𝐶                                               (2.25) 
 
 

𝑓(𝑣𝑥) = 𝐴𝑒
− 𝛼.𝑣𝑥

2
 ,                                               (2.26) 

 

onde 𝐴 =  𝑒𝐶. A Equação (2.26) apresenta uma curva gaussiana semelhante à 

distribuição normal [10]. De posse desta relação, pode-se encontrar 𝑓(𝑣) . 

Considerando que as funções das outras componentes do espaço de 

velocidades são 𝑓(𝑣𝑦) = 𝐴𝑒
− 𝛼.𝑣𝑦

2
 e 𝑓(𝑣𝑧) = 𝐴𝑒

− 𝛼.𝑣𝑧
2

, relacionam-se estas e 

(2.26) a (2.9), resultando em: 

 

𝑓(𝑣) =  𝐴𝑒− 𝛼.𝑣𝑥
2
𝐴𝑒− 𝛼.𝑣𝑦

2
𝐴𝑒− 𝛼.𝑣𝑧

2
                               (2.27) 

 
 

𝑓(𝑣) = 𝐴3𝑒− 𝛼.(𝑣𝑥
2+𝑣𝑦

2+𝑣𝑧
2)                                            (2.28) 

 

 

𝑓(𝑣) = 𝐴3𝑒− 𝛼.𝑣
2
.                                                     (2.29) 

 

Resta determinar as constantes 𝐴  e 𝛼. A partir da Equação 

(2.3) (∫ 𝑓(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥
+∞

−∞
= 1) e da Equação(1.37) (〈𝑣𝑥

2〉 =
𝑘𝑇

𝑚0
) é possível encontrar 

suas soluções. Operando (2.3) em (2.26), tem-se 

 

𝐼1 = ∫ 𝑓(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥

+∞

−∞

= ∫ 𝐴𝑒− 𝛼.𝑣𝑥
2

+∞

−∞

𝑑𝑣𝑥 = 1 ;                           (2.30) 

 

com relação à componente 𝑦: 

 

𝐼2 = ∫ 𝑓(𝑣𝑦)𝑑𝑣𝑦

+∞

−∞

= ∫ 𝐴𝑒− 𝛼.𝑣𝑦
2

+∞

−∞

𝑑𝑣𝑦 = 1 .                        (2.31) 

 

O produto entre (2.30) e (2.31) é 

 

𝐼1. 𝐼2 = ∫ ∫ 𝐴2𝑒− 𝛼(𝑣𝑥
2+𝑣𝑦

2)

+∞

−∞

𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑥

+∞

−∞

= 1 .                    (2.32)   
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Observe-se, por simetria, que 𝐼1 = 𝐼2 = 𝐼. Tomando um plano cartesiano 

de abscissa é 𝑣𝑥  e ordenada 𝑣𝑦 , pode-se utilizar as seguintes relações para 

converter tais coordenadas em polares: 

 

𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 = 𝑟2                                                      (2.33) 

 

𝑣𝑥 = 𝑟cos(𝜃)                                                      (2.34) 

 

𝑣𝑦 = 𝑟sin(𝜃)                                                      (2.35) 

 

𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑥 = det 𝐽 = |
cos (𝜃)𝑑𝑟 −𝑟sin(𝜃)𝑑𝜃
sin(𝜃)𝑑𝑟 𝑟cos(𝜃)𝑑𝜃

| = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 .         (2.36) 

 

Os limites de integração −∞ < 𝑣𝑥 < +∞ e −∞ < 𝑣𝑦 < +∞ das 

coordenadas cartesianas são equivalentes aos limites 0 ≤ 𝑟 < ∞ e 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

das coordenadas polares. Assim, define-se a multiplicação das integrais como 

 

𝐼2 = 𝐼1. 𝐼2 = ∫ ∫ 𝐴2𝑒− 𝛼(𝑟
2)

+∞

0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

2𝜋

0

= 1 .                          (2.37) 

 

Aplicando o valor da primeira integral constante no Apêndice A.1 em 

(2.37): 

 

𝐼2 = 𝐴2
𝜋

𝛼
                                                            (2.38) 

 

𝐼 = 𝐴√
𝜋

𝛼
                                                               (2.39) 

 

𝐴√
𝜋

𝛼
= 1                                                                 (2.40) 

 

𝐴 = √
𝛼

𝜋
 .                                                                  (2.41) 

 

Para encontrar o valor de 𝛼, utiliza-se 〈𝑣𝑥
2〉. Conceitualmente, a média 

quadrática de uma distribuição contínua, a exemplo de 〈𝑣𝑥
2〉, se dá pela integral 
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〈𝑣𝑥
2〉 = ∫ 𝑣𝑥

2𝑓(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥

+∞

−∞

 .                                       (2.42) 

Logo, 

 

∫ 𝑣𝑥
2𝑓(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥

+∞

−∞

=
𝑘𝑇

𝑚0
                                          (2.43) 

 

∫ 𝑣𝑥
2 𝐴𝑒−𝛼𝑣𝑥

2
𝑑𝑣𝑥

+∞

−∞

=
𝑘𝑇

𝑚0
 .                                     (2.44) 

 

Substituindo o valor de 𝐴 (Equação (2.41)) em (2.44) e aplicando o valor 

da segunda integral do Apêndice A.1, tem-se:  

 

√
𝛼

𝜋
.  
1

2
√
𝜋

𝛼3
=
𝑘𝑇

𝑚0
                                                   (2.45) 

 

𝛼 =
𝑚0
2𝑘𝑇

 .                                                             (2.46) 

 

Introduzindo (2.46) em (2.41): 

 

𝐴 =  √
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

 .                                                              (2.47) 

 

Aplicando (2.46)  e (2.47)  em (2.29),  obtém-se a distribuição de 

velocidades 𝑓(𝑣): 

 

𝑓(𝑣) = (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3

𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇  .                                              (2.48) 

 
O produto de 𝑓(𝑣) pelo elemento de volume 𝑑𝑊 = 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 = 𝑣

2𝑑Ω𝑑𝑣 

possibilita generalizar tal modelo. Com isso, a função torna-se dependente 

apenas do módulo da velocidade [11], pois 𝑑Ω é o elemento de ângulo sólido 

cuja integração se dá a partir de 0 a 4𝜋 esferorradianos: 
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𝑓(𝑣)𝑑𝑊 = 𝑓(𝑣)𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 = 𝑓(𝑣)𝑣
2𝑑Ω𝑑𝑣                              (2.49) 

 

∫ 𝑓(𝑣)𝑣2𝑑Ω𝑑𝑣 = 4𝜋𝑣2𝑓(𝑣

4𝜋

0

)𝑑𝑣 .                                       (2.50) 

 

Tem-se, portanto, a função de distribuição de velocidades preconizada 

por Maxwell e por Boltzmann, designada por 𝑓𝑀𝐵: 

 

𝑓𝑀𝐵(𝑣) = 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3

𝑣2𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 .                                      (2.51) 

 

O gráfico desta distribuição assemelha-se a uma gaussiana com início 

na origem, crescimento quadrático e decrescimento exponencial[11], como 

mostra a Figura 2.2 a seguir. Nota-se que o efeito do aumento da temperatura 

torna a curva de probabilidade mais achatada e longa. 

 
Figura 2.2– Função de distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann para doisvalores de 

temperatura. O valor adotado para a massa 𝒎𝟎 foi a massa do próton. 

 

 

A interpretação agora é de qual fração de partículas do gás possuem 

velocidade de módulo entre 𝑣  e 𝑣 + 𝑑𝑣 , não importando a direção. Ela 

representa, também, a probabilidade de uma partícula apresentar velocidade 

entre 𝑣 e𝑣 + 𝑑𝑣 [2]. Portanto, não se pensa mais num cubo de dimensões 𝑑𝑣𝑥, 

𝑑𝑣𝑦  e 𝑑𝑣𝑧  que a contém, mas em uma casca esférica de espessura 𝑑𝑣  no 

espaço de velocidades, conforme [9] e [11]. A Figura 2.3 ilustra tal situação: 
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Figura 2.3–Representação do espaço de velocidades com distribuição de magnitudes. 

 
Fonte: [1], p. 21 (adaptação). 

 

 

2.3 Valores Esperados 

 

A velocidade mais provável (𝑣𝑝) é o valor que maximiza a função 𝑓𝑀𝐵(𝑣). 

Graficamente, seria o valor de velocidade responsável pelo pico do traço da 

função distribuição de velocidades. Portanto, tomando-se a derivada da 

distribuição de Maxwell-Boltzmann e igualando-a a zero [9], tem-se: 

 

𝜕(𝑓𝑀𝐵(𝑣))

𝜕𝑣
=

𝜕 (4𝜋 (√
𝑚0

2𝜋𝑘𝑇
)
3

𝑣2𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 )

𝜕𝑣
= 0                           (2.52) 

 

 

2√
2

𝜋
(√
𝑚0
𝑘𝑇
)

3

𝑣𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 −√
2

𝜋
(√
𝑚0
𝑘𝑇
)

3
𝑚0𝑣

3

𝑘𝑇
𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 = 0                 (2.53) 

 

2√
2

𝜋
(√
𝑚0
𝑘𝑇
)

3

𝑣𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 = √
2

𝜋
(√
𝑚0
𝑘𝑇
)

3
𝑚0𝑣

3

𝑘𝑇
𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇                   (2.54) 

 

2 =
𝑚0𝑣

2

𝑘𝑇
                                                      (2.55) 
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𝑣𝑝 = √
2𝑘𝑇

𝑚0
  .                                                (2.56) 

 

A velocidade média, isto é, a esperança da velocidade desta distribuição 

[10], é dada, segundo [1], pela integral: 

 

〈𝑣〉 = ∫ 𝑣𝑓𝑀𝐵(𝑣)𝑑𝑣                                                  (2.57)

+∞

0

 

 

〈𝑣〉 = ∫ 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3

𝑣3𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 𝑑𝑣

+∞

0

                                     (2.58) 

 

〈𝑣〉 = 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3

∫ 𝑣3𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 𝑑𝑣

+∞

0

 .                                 (2.59) 

 

A quarta integral do Apêndice A.1 é semelhante à integração presente 

em (2.59). Aplicando o valor tabelado, tem-se 

 

〈𝑣〉 = 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3
4(𝑘𝑇)2

2𝑚0
2                                        (2.60) 

 

〈𝑣〉 = √
8𝑘𝑇

𝜋𝑚0
 .                                                  (2.61) 

 

A velocidade rms 𝑣𝑟𝑚𝑠 , encontrada com a utilização de outros meios 

físico-matemáticos, pode ser calculada a partir de conceitos estatísticos da 

seguinte forma [9]: 

 

〈𝑣2〉 = ∫ 𝑣2𝑓𝑀𝐵(𝑣)𝑑𝑣                                                  (2.62)

+∞

0
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〈𝑣2〉 = ∫ 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3

𝑣4𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 𝑑𝑣

+∞

0

                                     (2.63) 

 

〈𝑣2〉 = 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3

∫ 𝑣4𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 𝑑𝑣

+∞

0

 .                                 (2.64) 

 

Aplicando a quinta integral do Apêndice A.1 em (2.64), tem-se 

 

〈𝑣2〉 = 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3
3√𝜋(2𝑘𝑇)5

8√𝑚0
5

                               (2.65) 

 

〈𝑣2〉 =
3𝑘𝑇

𝑚0
                                                   (2.66) 

 

𝑣𝑟𝑚𝑠 = √〈𝑣2〉 = √
3𝑘𝑇

𝑚0
 .                                        (2.67) 

 

Observa-se que a Equação (2.67) é igual à Equação (1.34), o que evidencia a 

validade desta distribuição. 

Uma questão central é o fato de a distribuição de Maxwell-Boltzmann 

admitir uma probabilidade não nula de se encontrar partículas com velocidades 

maiores que a velocidade da luz no vácuo 𝑐 ≅ 2,9979 × 108m/s  [12]. No 

entanto, sabe-se que somente velocidades menores que 𝑐  possuem sentido 

físico. Portanto, será analisada no próximo Capítulo uma função de distribuição 

de velocidades capaz de lidar com este problema: a função de distribuição 

proposta por Jüttner[13]. 
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Capítulo 3 

A Função de Distribuição de 

Velocidades de Maxwell-Jüttner 

 

3.1 Introdução 

 

Esta função de distribuição de velocidades foi proposta por Ferencz 

Jüttner em 1911, apenas seis anos após a formulação de Einstein da Teoria da 

Relatividade Restrita [7]. Ela leva em consideração o limite da velocidade da 

luz para todos os corpos cuja massa de repouso é maior que zero, algo que a 

distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann não faz. 

É possível deduzi-la de maneiras diferentes [13]. Escolheu-se, entre 

estas, o tratamento físico-matemático mais acessível. Trata-se da substituição 

da energia cinética clássica pela energia relativística na expressão do fator de 

Boltzmann e a consequente normalização desta função. 

 

3.2 Desenvolvimento Teórico 

 

O fator de Boltzmann, dado por 𝑒
−𝐸

𝑘𝑇 , compõe a expressão de 

probabilidade na qual consiste a distribuição de Boltzmann [9] (também 

conhecida como distribuição canônica ou distribuição de Gibbs [14]): 

 

Φ(𝑝) =
𝑒
−𝐸

𝑘𝑇

𝑍
 ,                                                                (3.1)  

 

onde 𝑍é o fator de normalização, que pode ser reescrito como 

 

𝐴 =
1

𝑍
 ,                                                                    (3.2) 

 

e, substituindo-o em (3.1), tem-se 

 

Φ(𝑝) = 𝐴𝑒
−𝐸

𝑘𝑇  .                                                             (3.3) 
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A probabilidade Φ  depende do momento linear 𝑝 das partículas [7]. 

Tomando por 𝑓𝑀𝐽(𝑝) a função distribuição de momentos de Maxwell-Jüttner, 

tem-se, no espaço tridimensional de momentos, o seguinte fundamento 

probabilístico: 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑝)𝑑𝑝 = Φ(𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧)𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧                                 (3.4) 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑝)𝑑𝑝 = Φ(𝑝)𝑝
2𝑑Ω𝑑𝑝                                           (3.5) 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑝)𝑑𝑝 = ∫ Φ(𝑝)𝑝2𝑑Ω𝑑𝑝                                          (3.6)

4𝜋

0

 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑝)𝑑𝑝 = 4πΦ(𝑝)𝑝
2𝑑𝑝                                             (3.7) 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑝)𝑑𝑝 = 4π𝐴𝑒
−𝐸

𝑘𝑇𝑝2𝑑𝑝 .                                            (3.8) 

 

Calcula-se a constante de normalização de (3.8) da seguinte forma: 

 

∫ 𝑓𝑀𝐽(𝑝)𝑑𝑝

+∞

0

= ∫ 4π𝐴𝑒
−𝐸

𝑘𝑇𝑝2𝑑𝑝

+∞

0

= 1                           (3.9) 

 

𝐴 = (∫ 4π𝑒
−𝐸

𝑘𝑇𝑝2𝑑𝑝

+∞

0

)

−1

.                                  (3.10) 

 

A energia relativística, dada por 𝐸 = 𝑚0𝑐
2𝛾 [15], pode ser escrita em 

termos do momento linear da seguinte forma: 

 

𝐸 = 𝑚0𝑐
2√1 +

𝑝2

𝑚0
2𝑐2
 ,                                      (3.11) 

 

onde 

 

𝛾(𝑝) = √1 +
𝑝2

𝑚0
2𝑐2
                                    (3.12) 
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é o fator de Lorentz em função do momento linear. Substituindo (3.11)  em 

(3.10), tem-se a constante de normalização 𝐴 em função do momento linear: 

 

𝐴 =

(

 4π∫ 𝑝2𝑒
(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
√1+

𝑝2

𝑚0
2𝑐2
)

+∞

0

𝑑𝑝

)

 

−1

                         (3.13) 

 

ou 

 

𝑍 = 4π∫ 𝑝2𝑒
(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
√1+

𝑝2

𝑚0
2𝑐2
)

+∞

0

𝑑𝑝 .                                  (3.14) 

 

A função distribuição de momentos de Maxwell-Jüttner se dá, então, por 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑝)𝑑𝑝 =
4π𝑝2𝑒

(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
√1+

𝑝2

𝑚0
2𝑐2
)

4π ∫ 𝑝2𝑒
(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
√1+

𝑝2

𝑚0
2𝑐2
)

+∞

0
𝑑𝑝

𝑑𝑝 .                      (3.15) 

 

Observe-se que a utilização somente da parcela cinética da energia 

clássica no termo exponencial da distribuição de Gibbs e sua normalização – 

outra forma de dedução da distribuição de Maxwell-Boltzmann [14] – pode 

ocorrer, de forma semelhante, para a distribuição de Maxwell-Jüttner [7]. No 

entanto, a utilização da energia cinética relativística, dada, segundo [6], por 

𝐸𝐾 = 𝑚0𝑐
2(𝛾 − 1), nas exponenciais não alteraria a Equação (3.15) , pois o 

novo termo exponencial ocorreria tanto no numerador quanto no denominador: 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑝)𝑑𝑝 =
4π𝑝2𝑒

[
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
(√1+

𝑝2

𝑚0
2𝑐2
 − 1)]

4π ∫ 𝑝2𝑒
[
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
(√1+

𝑝2

𝑚0
2𝑐2
 − 1)]

+∞

0
𝑑𝑝

𝑑𝑝                       (3.16) 
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𝑓𝑀𝐽(𝑝)𝑑𝑝 =
4π𝑝2𝑒

(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
√1+

𝑝2

𝑚0
2𝑐2
)

𝑒
(
𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
)

4π∫ 𝑝2𝑒
(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
√1+

𝑝2

𝑚0
2𝑐2
)

𝑒
(
𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
)+∞

0
𝑑𝑝

𝑑𝑝 .                      (3.17) 

 

Cancelando o termo 𝑒
(
𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
)
, tem-se (3.15). Isso é relevante de ser ressaltado, 

pois [13] afirma somente que, para deduzir a distribuição de Maxwell-Jüttner, a 

energia relativística deve ser utilizada na expressão do fator de Boltzmann, 

sem mencionar se tratar apenas de sua parcela cinética ou de sua totalidade. 

Para encontrar a distribuição de velocidades, há que se substituir a 

expressão do momento relativístico em função da velocidade, isto é, 𝑝(𝑣), bem 

como sua representação diferencial 𝑑𝑝 [7]: 

 

𝑝 = 𝑚0𝑣𝛾                                                                    (3.18) 
 

𝑑𝑝 = 𝑚0𝛾
3𝑑𝑣                                                               (3.19) 

 

 𝛾(𝑣) =
1

√1 − (
𝑣

𝑐
)
2
≡ 𝛾(𝛽) =

1

√1 − 𝛽2
 .                                 (3.20) 

 

Por questões de simplicidade na notação, 𝛾(𝑣) e 𝛾(𝛽) – a depender da 

variável adotada – serão escritos apenas como 𝛾, sendo que 

 

𝛽 =
𝑣

𝑐
  .                                                             (3.21) 

 

A substituição das equações (3.18), (3.19) e (3.20) em (3.15) resulta na 

distribuição de velocidades de Maxwell-Jüttner exposta por [16] e [17]: 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑣)𝑑𝑣 =
4π𝑚0

3𝑣2𝛾5𝑒
(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
𝛾)

4π𝑚0
3 ∫ 𝑣2𝛾5𝑒

(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
𝛾)𝑐

0
𝑑𝑣

𝑑𝑣 .                            (3.22) 

 

Note-se que o momento linear, dado por 𝑝 = 𝑚0𝑣𝛾 , tende a infinito 

quando a velocidade tende a 𝑐, pois nessa situação o fator de Lorentz tende a 
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infinito. Por este motivo, o limite superior de integração da constante de 

normalização em (3.22) é 𝑐 quando a variável da função é a velocidade. 

O trabalho com a variável 𝛽 seria, então, mais adequado neste aspecto, 

uma vez que quando a velocidade tende a 𝑐, 𝛽 tende a 1, facilitando a análise 

gráfica e a relação entre as velocidades características como percentuais da 

velocidade da luz [5]. Dessa forma: 

 

𝑣 = 𝑐𝛽                                                             (3.23) 

 

𝑑𝑣 = 𝑐𝑑𝛽 .                                                          (3.24) 

 

Substituindo (3.23)  e (3.24)  em (3.22)  e retirando as constantes que 

ocorrem tanto no numerador como no denominador, tem-se: 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽)𝑑𝛽 =
𝛽2𝛾5𝑒

(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
𝛾)

∫ 𝛽2𝛾5𝑒
(
−𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
𝛾)1

0
𝑑𝛽

𝑑𝛽 .                             (3.25) 

 

Denomina-se 𝑍𝑀𝐽  a constante de normalização que figura no 

denominador de (3.25)  em função de 𝛽 . Trata-se de uma integralque não 

possui solução analítica. Entretanto, [7] e [5] apontam para uma função 

modificada de Bessel de segunda espécie (há uma descrição da origem desse 

tipo de função no Apêndice F.1). Para encontrá-la, adota-se a proposta de 

substituição de variável de [18]: 

 

sinh(𝜃) =
𝑝

𝑚0𝑐
 .                                                    (3.26) 

 

Como 
𝑝

𝑚0𝑐
=
𝑣

𝑐
𝛾, tem-se que 

 
sinh(𝜃) = 𝛽𝛾                                                     (3.27) 

 

cosh2(𝜃) −(𝛽𝛾)2 = 1                                         (3.28) 
 

cosh(𝜃) =√1 + (𝛽𝛾)2                                        (3.29) 
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cosh(𝜃) =𝛾 =  
1

√1 − 𝛽2
                                     (3.30) 

 
tanh(𝜃) =𝛽 .                                              (3.31) 

 

O elemento diferencial 𝑑𝛽 em função de 𝑑θ é: 

 

𝑑𝛽 =
𝑑𝜃

cosh2(𝜃)
 .                                       (3.32) 

 

Considerando apenas o denominador 𝑍𝑀𝐽  de (3.25)  e substituindo as 

expressões subsequentes neste, tem-se 

 

𝑍𝑀𝐽 = ∫ 𝑒−𝜁cosh (𝜃)sinh2(𝜃)cosh(𝜃)

+∞

0

𝑑𝜃 ,                      (3.33) 

 

sendo 𝜁 =
𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
o parâmetro zeta, cuja análise será útil para determinar a 

necessidade de tratamento relativístico [19]. A mudança nos limites de 

integração baseia-se em (3.31), pois, se 𝛽 tende a zero, tanh(𝜃) e 𝜃 também o 

fazem, ao passo que, se 𝛽 tende a 1,  tanh(𝜃) tende a 1, o que resulta na 

tendência de 𝜃 a infinito. Em atenção à Equação (3.33)  e à dedução de 

trigonometria hiperbólica apresentada no Apêndice B, tem-se: 

 

𝑍𝑀𝐽 =
1

4
(∫ 𝑒−𝜁cosh (𝜃)cosh(3𝜃)

+∞

0

𝑑𝜃 − ∫ 𝑒−𝜁cosh (𝜃)cosh(𝜃)

+∞

0

𝑑𝜃) .       (3.34) 

 

O termo 𝐾ν(𝜁) denota uma função modificada de Bessel de segunda 

espécie com parâmetros 𝜈 e 𝜁. Ela pode ser expressa na forma integral [20] 

por: 

 

𝐾ν(𝜁) = ∫ 𝑒−𝜁cosh (𝑡)cosh(𝜈𝑡)

+∞

0

𝑑𝑡 .                                      (3.35) 

 

A partir de (3.35), expressa-se a constante de normalização 𝑍𝑀𝐽 como 
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𝑍𝑀𝐽 =
1

4
[𝐾3(𝜁) − 𝐾1(𝜁)] .                                         (3.36) 

 

A multiplicação por 1/4 e a subtração entre as funções modificadas de 

Bessel de segunda espécie em (3.36) resulta em 

 

𝑍𝑀𝐽 =
𝐾2(𝜁)

𝜁
 ,                                                          (3.37) 

 

onde o numerador é função modificada de Bessel de segunda espécie e 

segunda ordem [5], cujo parâmetro variável é 𝜁, que, por sua vez, depende da 

temperatura e da massa das partículas. Tal resultado satisfaz a seguinte 

relação de recorrência [21]: 

 

𝐾ν+1(𝜁) − 𝐾ν−1(𝜁) = (
2ν

𝜁
)𝐾ν(𝜁) .                                  (3.38) 

Logo, tem-se que a distribuição de velocidades de Maxwell-Jüttner em 

função de 𝛽 é dada por: 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽)𝑑𝛽 =
𝜁𝛽2𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)

𝐾2(𝜁)
𝑑𝛽 ,                                       (3.39) 

 

ou apenas 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽) =
𝜁𝛽2𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)

𝐾2(𝜁)
  .                                      (3.40) 

 

Observe-se que, para retornar à distribuição de Maxwell-Jüttner cuja 

variável é a velocidade, basta substituir 𝛽 por 𝑣 𝑐⁄  e  𝑑𝛽 por 𝑑𝑣 𝑐⁄  em (3.39), o 

que resultaria em 

𝑓𝑀𝐽(𝑣)𝑑𝑣 =
𝜁𝑣2𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)

𝑐3𝐾2(𝜁)
𝑑𝑣 ,                                       (3.41) 

 

ou apenas 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑣) =
𝜁𝑣2𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)

𝑐3𝐾2(𝜁)
 .                                       (3.42) 
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Para efeito de comparação, entretanto, optou-se por utilizar a 

distribuição em função de 𝛽. Pode-se extrair informações estatísticas da 

Equação (3.39) a partir de integrações em relação a 𝛽 de forma similar a feita 

no Capítulo 2 para a distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann. 

 

3.3 Valores Esperados 

 

Os valores esperados e sua dedução para a distribuição de Maxwell-

Boltzmann são encontrados com maior facilidade na literatura. Para a 

distribuição de Maxwell-Jüttner, contudo, não há tanto material disponível. 

Apesar disso, entre as Referências, há estudos que tangenciam a 

pretensão deste tópico, que é encontrar, se possível, com base em 𝑓𝑀𝐽(𝛽) e 

em considerações estatísticas, soluções analíticas para o valor mais provável, 

o valor médio e o valor médio quadrático (que é o quadrado do valor rms) em 

relação à variável 𝛽. 

[22] apresenta a expressão de 〈𝛾〉  para 𝑓𝑀𝐽  em função do fator de 

Lorentz 𝛾. Em [13], há ponderações acerca dos valores esperados de 𝑣, como 

seu valor mais provável e médio quadrático. Há, no entanto, algumas 

formulações e alguns significados que diferem das grandezas deduzidas a 

seguir.     

O valor mais provável de 𝛽  é obtido a partir da Equação (3.40). 

Derivando-a e igualando-a a zero, tem-se 

 

𝜕(𝑓𝑀𝐽(𝛽))

𝜕𝛽
= 0                                                   (3.43) 

 

𝜕 (
𝜁𝛽2𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)

𝐾2(𝜁)
) 𝜕𝛽⁄ = 0                                      (3.44) 

 

𝜁

𝐾2(𝜁)

(

 
 
 𝛽2𝑒

(−
𝜁

√1−𝛽2
)

√1 − 𝛽2
5

)

 
 
 

′

= 0                                         (3.45) 
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𝜁

𝐾2(𝜁)

(

 
 
 𝑒

(
−𝜁

√1−𝛽2
)

[𝛽2(1 − 𝜁√1 − 𝛽2) − 3𝛽4 + 2]𝛽

√1 − 𝛽2
9

)

 
 
 
= 0 ,         (3.46) 

 

ou apenas o numerador entre parênteses de (3.46): 

𝑒

(
−𝜁

√1−𝛽2
)

[𝛽2 (1 − 𝜁√1 − 𝛽2) − 3𝛽4 + 2] 𝛽 = 0 .               (3.47) 

 

Para 𝛽 = 0, a igualdade de (3.47) é válida. Se 𝛽  tende a 1, o termo 

exponencial tende a zero, validando novamente a expressão. Logo, a análise 

pode se restringir ao termo 

 

𝛽2 (1 − 𝜁√1 − 𝛽2) − 3𝛽4 + 2 = 0 ,                              (3.48) 

 

que pode ser simplificado, conforme desenvolvimento do Apêndice C†: 

 

9𝛽6 + (𝜁2 + 3)𝛽4 − 8𝛽2 − 4 = 0 .                              (3.49) 

 

Entre as raízes da Equação (3.49) , há uma entre zero e um cuja 

expressão é dada por 

 

𝛽𝑝 = √𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 + 𝜎4 ,                                        (3.50) 

 

sendo 𝛽𝑝 o valor mais provável de 𝛽. Cada 𝜎𝑖 é uma parte da Equação (3.50) 

interna ao radical. Optou-se por dividi-la dessa forma para melhor visualização 

e compreensão, sendo 

 

𝜎1 = −
𝜁2

27
+

𝜁4

27√−𝜁6 − 9𝜁4 − 351𝜁2 + 54√3√−𝜁6 − 13𝜁4 − 375𝜁2 + 3375
3

 , 

                                                           
†
Em [13], p. 10, o termo independente da expressão da velocidade mais provável é positivo, 

resultando em uma equação diferente para tal grandeza e em velocidades diferentes para 
dados valores de 𝜁. Contudo, a dedução do Apêndice C e os resultados gráficos encontrados 

confirmam a Equação(3.49). 
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𝜎2 =
2𝜁2

9√−𝜁6 − 9𝜁4 − 351𝜁2 + 54√3√−𝜁6 − 13𝜁4 − 375𝜁2 + 3375
3

 , 

 

𝜎3 =
√−𝜁6 − 9𝜁4 − 351𝜁2 + 54√3√−𝜁6 − 13𝜁4 − 375𝜁2 + 3375
3

27
 , 

 
e 

 

𝜎4 = −
1

9
+

25

3√−𝜁6 − 9𝜁4 − 351𝜁2 + 54√3√−𝜁6 − 13𝜁4 − 375𝜁2 + 3375
3

 . 

 
Calcula-se o valor médio a partir da seguinte integração: 

 

〈𝛽〉 = ∫𝛽𝑓𝑀𝐽(𝛽)𝑑𝛽 

1

0

                                         (3.51) 

 

〈𝛽〉 = ∫
𝜁𝛽3𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)

𝐾2(𝜁)
𝑑𝛽                                        (3.52)

1

0

 

 

〈𝛽〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
∫𝛽3𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)𝑑

1

0

𝛽                             (3.53) 

 

〈𝛽〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
∫
𝛽3𝑒

(−
𝜁

√1−𝛽2
)

(√1 − 𝛽2)
5 𝑑

1

0

𝛽 .                            (3.54) 

 
 

Aplicando a segunda integral do Apêndice A.2 em (3.54), tem-se 

 

〈𝛽〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)

(

 
 
 𝑒

(−
𝜁

√1−𝛽2
)

𝜁
−
Γ (3,

𝜁

√1−𝛽2
)

𝜁3

)

 
 
 

|

|

0

1

,                            (3.55) 
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onde Γ(𝑎, 𝑏) designa uma função gama incompleta [23] nos moldes expostos 

no Apêndice D. Aplicando os limites de integração em (3.55), tem-se que 

 

〈𝛽〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
(
Γ(3, 𝜁)

𝜁3
−
𝑒(−𝜁)

𝜁
) .                                (3.56) 

 

O valor médio quadrático (que origina o valor 𝑟𝑚𝑠) é dado por 

 

〈𝛽2〉 = ∫𝛽2𝑓𝑀𝐽(𝛽)𝑑𝛽 

1

0

,                                       (3.57) 

 

sendo 

 

𝛽𝑟𝑚𝑠 = √〈𝛽2〉 .                                             (3.58) 

 

Os softwares referenciados em [24] e [25] não retornaram solução 

analítica para a integral 

 

〈𝛽2〉 = ∫
𝜁𝛽4𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)𝑑𝛽

𝐾2(𝜁)
 ;                                  (3.59)

1

0

 

 

tal integração é feita apenas de forma numérica, o que traria a mesma limitação 

matemática para 𝛽𝑟𝑚𝑠 . É possível, no entanto, expressar 〈𝛽2〉  a partir de 

funções matemáticas especiais que, em última análise, são séries de potências 

que entregam resultados a partir de resoluções numéricas. Utilizando a 

resolução exposta no Apêndice E, tem-se que 

 

〈𝛽2〉 = 1 −
𝜁𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+

𝜁𝜋

2𝐾2(𝜁)
[1 − 𝜁𝐾0(𝜁)𝐿−1(𝜁) − 𝜁𝐾1(𝜁)𝐿0(𝜁)] ,      (3.60) 

 

onde 𝐿𝜈(𝜁) são funções modificadas de Struve [26] cuja origem está descrita no 

Apêndice F.2. Logo, 

 

𝛽𝑟𝑚𝑠 = √1 −
𝜁𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+

𝜁𝜋

2𝐾2(𝜁)
[1 − 𝜁𝐾0(𝜁)𝐿−1(𝜁) − 𝜁𝐾1(𝜁)𝐿0(𝜁)] .    (3.61)  
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Capítulo 4 

Comparações Entre as Distribuições de 

Velocidades 

 

4.1 Introdução 

 

As distribuições de velocidades apresentadas são utilizadas em 

situações específicas. Os fatores que determinam o tratamento clássico ou 

relativístico são a massa de repouso das partículas e, considerando que tais 

distribuições baseiam-se no equilíbrio térmico, a temperatura do sistema. 

O parâmetro zeta contém tais variáveis de interesse: 

 

𝜁 =
𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
 .                                                  (4.1) 

 

A análise desta medida é essencial para determinar se um sistema será 

tratado de forma clássica ou relativística. Quando 𝜁  tende a valores muito 

grandes, o tratamento não relativístico é o indicado. Regimes ultra-relativísticos 

ocorrem quando 𝜁 tende a zero [19]. 

De acordo com [27], p. 20, 𝜁 é a “razão entre a energia de repouso e a 

energia térmica de uma partícula”. Para corpúsculos de mesma massa, a 

temperatura absoluta é o fator determinante do regime do sistema. As 

distribuições expostas, no entanto, devem se submeter à mesma variável para 

possibilitar a comparação. 

 

4.2 Desenvolvimento Teórico 

 

Considerando regimes relativísticos e a concentração dos gráficos em 

abscissas com intervalos válidos de 0 e 1, a opção pelas variáveis 𝛽 e 𝜁 é a 

mais correta. De acordo com a dedução exposta no Apêndice G, a distribuição 

de Maxwell-Boltzmann em termos de 𝛽 e de 𝜁 possui a seguinte configuração: 
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𝑓𝑀𝐵(𝛽) = √
2

𝜋
(𝜁)

3

2𝛽2𝑒
−𝜁𝛽2

2   .                                      (4.2) 

 

A distribuição de Maxwell-Jüttner, dada por 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽) =
𝜁𝛽2𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)

𝐾2(𝜁)
  ,                                      (4.3) 

 

possui, segundo [27], a seguinte característica: no limite de baixas velocidades 

(𝑣 ≪ 𝑐 e, consequentemente, 𝑣 𝑐⁄ ≪ 1), 𝑓𝑀𝐽(𝛽) tende à distribuição de Maxwell-

Boltzmann. Nessa situação: 

 

𝐾2(𝜁) ≈ √
𝜋

2𝜁
𝑒−𝜁                                                  (4.4) 

 

(1 − 𝛽2)−
1

2 ≈ 1 +
𝛽2

2
                                                (4.5) 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽) ≈ 𝜁𝛽
2𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)√

2𝜁

𝜋
𝑒𝜁                                       (4.6) 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽) ≈ √
2

𝜋
(𝜁)

3

2𝛽2 (1 +
5

2
𝛽2) 𝑒

[−𝜁(1+
𝛽2

2
)]
𝑒𝜁                           (4.7) 

 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽) ≈ √
2

𝜋
(𝜁)

3

2𝛽2 (1 +
5

2
𝛽2) 𝑒−

𝜁𝛽2

2   .                            (4.8) 

 

Considerando válida a aproximação 

 

1 +
5

2
𝛽2 ≈ 1 ,                                                        (4.9) 

tem-se 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽) ≈ √
2

𝜋
(𝜁)

3

2𝛽2𝑒−
𝜁𝛽2

2                                            (4.10) 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽) ≈ 𝑓𝑀𝐵(𝛽) .                                                  (4.11) 
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Conforme [19], tal limite ocorre quando 𝜁 ≫ 0. A partir disso, analisaram-

se as distribuições para valores de temperatura que ocorrem na Natureza e em 

estudos de determinados ramos da Física. Há exemplos na Astrofísica e na 

Física de Plasma de fenômenos de altas energias e temperaturas. 

A temperatura da superfície do Sol, segundo [28], é de cerca de 5800K. 

Para prótons (íons de hidrogênio), de massa individual de repouso 1,6726 ×

10−27kg, tem-se que 𝜁 = 1877286314,3168 ou 1,8773 × 109 , uma quantidade 

muito grande. Trata-se, nesse caso, de regime clássico, no qual as 

distribuições praticamente coincidem. 

 
Figura 4.1– Distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann para prótons à temperatura da 

superfície do Sol. 

 

 
Figura 4.2– Distribuição de velocidades de Maxwell-Jüttner para prótons à temperatura da 

superfície do Sol. 

 

 

Ressalte-se que a utilização das distribuições em função da velocidade 

se deu para que a análise gráfica fosse facilitada, pois se 𝛽 fosse a escolhida, 

os gráficos de abscissas entre 0  e 1  teriam velocidades esperadas muito 

próximas de zero e picos muito achatados horizontalmente. 

Os valores esperados apresentaram-se praticamente idênticos em 

magnitude e em localização gráfica: 
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Figura 4.3– Distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann para prótons à temperatura da 

superfície do Sol: Valores esperados. 

 
 

Figura 4.4– Distribuição de velocidades de Maxwell-Jüttner para prótons à temperatura da 
superfície do Sol: Valores esperados. 

 
 

A distribuição de Maxwell-Jüttner foi plotada e os valores esperados 

calculados a partir da Equação (4.12) abaixo‡, pois os softwares referenciados 

em [24] e [25] – de cálculo – e o programa RStudio – de cálculo e de plotagem 

– não conseguiram processar a Equação (3.42) com 𝜁 muito grande: 

 

𝑓𝑀𝐽(𝑣)𝑑𝑣 ≈
1

𝑐
√
2

𝜋
(𝜁)

3

2 [(
𝑣

𝑐
)
2

+
5

2
(
𝑣

𝑐
)
4

] 𝑒
−
𝜁𝑣2

2𝑐2𝑑𝑣  .                             (4.12) 

 

Trata-se da Equação (4.8) em função da velocidade. 

Os valores esperados das duas distribuições resultaram em: 

 
Tabela 4.1 – Valores esperados para 𝑻 = 𝟓𝟖𝟎𝟎 𝐊. 

𝑣𝑝 = 9785,1364 m/s 

〈𝑣〉 = 11041,3441 m/s 

𝑣𝑟𝑚𝑠 = 11984,2956 m/s 
 

                                                           
‡
A Equação (4.12) é uma aproximação não normalizada. 



47 

 
 

O próximo valor de 𝜁 utilizado relaciona-se à temperatura ideal para 

ocorrência de fusão nuclear auto-sustentável. De acordo com [29], a fusão 

nuclear controlada pode produzir muita energia. Esse processo necessita de 

altas temperaturas para que o potencial elétrico de repulsão entre os prótons 

dos núcleos atômicos seja superado pela energia cinética destes. Trata-se de 

temperaturas capazes de ionizar completamente os átomos envolvidos, 

resultando em plasma de núcleos e elétrons. 

Para enfrentar menos repulsão e despender menos energia, utilizam-se 

elementos com poucos prótons no núcleo, como os isótopos do hidrogênio 

denominados deutério e trítio, os quais contêm, respectivamente, um próton e 

um nêutron; e um próton e dois nêutrons em seus núcleos [30]. 

As reações D-D (deutério-deutério) e D-T (deutério-trítio) são bastante 

promissoras no que tange à relação entre o gasto energético para a ocorrência 

da fusão e a produção de energia neste processo. Considerando as variáveis 

temperatura, densidade e tempo de confinamento, o físico John D. Lawson 

publicou, em 1957, uma medida para que a energia produzida no processo de 

fusão superasse as perdas por radiação e mantivesse o aquecimento do 

plasma a fim de observar a auto-sustentabilidade da reação [29]. 

Tal medida denomina-se critério de Lawson. [31] afirma que o produto 

entre a densidade 𝑛 do plasma e o tempo de confinamento 𝜏 daquele deve ser, 

para a reação D-T, 𝑛𝜏 > 1020 s/m3 , com temperaturas da ordem de 107K e, 

para a reação D-D, 𝑛𝜏 > 1022 s/m3, com temperaturas da ordem de 108K. 

Considerando um plasma de dêuterons e elétrons de reações D-D, [29] 

estima, a partir do critério de Lawson, de perdas energéticas por radiação e de 

taxas de fusão volumétricas, que a temperatura mínima para que ocorra fusão 

nuclear é de 1,5 × 108K . A tabela a seguir apresenta o parâmetro 𝜁  das 

partículas envolvidas. 

Tabela 4.2 – Parâmetro 𝜻 (reação D-D). 

  Massa (kg) Temperatura (K) 𝜁 

Dêuteron 3,3436 × 10−27 1,5 × 108 1,4511 × 105 

Elétron 9,1094 × 10−31 1,5 × 108 39,5335 
 

Observa-se que o parâmetro 𝜁 para o dêuteron tem valor muito alto, o 

que indica um regime não-relativístico de velocidade das partículas. Já em 

relação aos elétrons, [5] expõe que, a depender da temperatura do plasma, 
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podem alcançar velocidades percentualmente consideráveis em relação a 𝑐. 

Apresentam-se, a seguir, os gráficos das distribuições de Maxwell-Boltzmann e 

de Maxwell-Jüttner relativos ao valor de 𝜁 encontrado em função de 𝛽. 

 

Figura 4.5– Plotagem das distribuições para elétrons com 𝜻 = 𝟑𝟗, 𝟓𝟑𝟑𝟓. 

 

Figura 4.6– Distribuição de Maxwell-Boltzmann para elétrons à temperatura do critério de 
Lawson com os valores esperados. 

 
 

Tabela 4.3– Valores esperados (MB) para 𝜻 = 𝟑𝟗, 𝟓𝟑𝟑𝟓. 

𝛽𝑝 = 0,2249 

〈𝛽〉 = 0,2538 

𝛽𝑟𝑚𝑠 = 0,2755 
 

Figura 4.7– Distribuição de Maxwell-Jüttner para elétrons à temperatura do critério de Lawson 
com os valores esperados. 

 
 

Tabela 4.4– Valores esperados (MJ) para 𝜻 = 𝟑𝟗, 𝟓𝟑𝟑𝟓. 

𝛽𝑝 = 0,2305 

〈𝛽〉 = 0,2483 

𝛽𝑟𝑚𝑠 = 0,2672 
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O aumento da temperatura poderia, segundo [32], fazer cessar a fusão 

nuclear auto-sustentada de D-D. O autor pontua que temperaturas da ordem de 

109K  resultariam em perdas energéticas similares à energia produzida. Os 

elétrons de uma reação D-D a temperatura de dez vezes o valor utilizado 

acima, isto é, 1,5 × 109K , apresentariam 𝜁  dez vezes menor, ou seja, 𝜁 =

3,9533. Os gráficos abaixo expõem uma diferença maior entre as curvas das 

distribuições e os valores esperados de 𝛽. 

 
Figura 4.8– Plotagem das distribuições para elétrons com 𝜻 = 𝟑, 𝟗𝟓𝟑𝟑. 

 
 

Quanto à distribuição de Maxwell-Boltzmann, os valores de 𝛽 maiores ou 

iguais a 1  não possuem sentido físico. Levando isso em consideração, o 

percentual de observações perdido com a utilização desta distribuição para 

𝜁 = 39,5335 é de 1,3379 × 10−8. Já para 𝜁 dez vezes menor, a perda é superior 

a um quarto, pois: 

 

∫ √
2

𝜋
(3,9533)

3

2𝛽2𝑒
−3,9533𝛽2

2

+∞

1

𝑑𝛽 =  0,2665 .                          (4.13) 

 

Tal perda fica mais clara quando se limita a abscissa 𝛽 a 1: 

 
Figura 4.9– Plotagem das distribuições para elétrons com 𝜻 = 𝟑, 𝟗𝟓𝟑𝟑 e𝟎 < 𝜷 < 𝟏. 
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Observa-se que a curva da distribuição de Maxwell-Boltzmann continua 

a ter um crescimento quadrático e um decrescimento exponencial [11], 

independente do valor de 𝜁. A média 〈𝛽〉 dessa distribuição é sempre maior que 

sua moda 𝛽𝑝 , o que lhe atribui assimetria positiva ou à direita [33], pois 

〈𝛽〉 − 𝛽𝑝 > 0. 

 
Figura 4.10– Distribuição de Maxwell-Boltzmann para elétrons com 𝜻 = 𝟑, 𝟗𝟓𝟑𝟑 e valores 

esperados. 

 
 

Figura 4.11– Área perdida (em cinza) pelo uso da Distribuição de Maxwell-Boltzmann: 𝜻 =
𝟑, 𝟗𝟓𝟑𝟑. 

 
 

Tabela 4.5– Valores esperados (MB) para 𝜻 = 𝟑, 𝟗𝟓𝟑𝟑. 

𝛽𝑝 = 0,7113 

〈𝛽〉 = 0,8026 

𝛽𝑟𝑚𝑠 = 0,8711 

 
A distribuição de Maxwell-Jüttner, contudo, não mantém o mesmo 

formato para valores de 𝜁 próximos de 1. Observam-se características gráficas 

e de valores esperados apresentadas por distribuições assimétricas à esquerda 

[33], como o valor da moda 𝛽𝑝 maior que o da média 〈𝛽〉 e 〈𝛽〉 − 𝛽𝑝 < 0: 
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Figura 4.12– Distribuição de Maxwell-Jüttner para 𝜻 = 𝟑, 𝟗𝟓𝟑𝟑 e 𝜷 < 𝟏. 

 

 
Tabela 4.6– Valores esperados (MJ) para 𝜻 = 𝟑, 𝟗𝟓𝟑𝟑. 

〈𝛽〉 = 0,6604 

𝛽𝑟𝑚𝑠 = 0,6828 

𝛽𝑝 = 0,7786 

 

A partir da Tabela 4.2, observa-se que, para uma dada temperatura, o 

valor do parâmetro 𝜁  varia a depender da massa das partículas envolvidas. 

Partículas massivas como prótons precisariam de temperaturas bem maiores 

que as dos elétrons do plasma de fusão nuclear para que o valor de 𝜁  se 

aproximasse de 1. 

De acordo com [34], existem objetos astrofísicos muito distantes da 

Terra e altamente luminosos denominados quasares. Eles se localizam nos 

centros de algumas galáxias e são compostos por um buraco negro e uma 

imensa nuvem de gás que o orbita. A atração gravitacional do buraco negro faz 

com que o gás seja sugado e, nesse processo, as partículas do gás atingem 

altíssimas temperaturas e velocidades. 

Entre os quasares conhecidos, o 3C 273 é o que possui maior 

luminosidade. Em razão disso, é um dos mais estudados. Há pesquisas que 

estimam que este objeto pode apresentar temperaturas da ordem de 1013K[35]. 

Tal quantidade pode provocar velocidades muito altas dos átomos e dos íons 

que compõem o gás no entorno do buraco negro. 

Prótons à temperatura 𝑇 = 1013K possuem 𝜁 = 1,0888. As distribuições 

de velocidades relativas a tais parâmetros têm a seguinte configuração: 
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Figura 4.13– Comparativo entre as distribuições com 𝜻 = 𝟏, 𝟎𝟖𝟖𝟖. 

 

 

Figura 4.14– Comparativo entre as distribuições com 𝜻 = 𝟏, 𝟎𝟖𝟖𝟖 e ênfase na distribuição de 
Maxwell-Boltzmann. 

 

 

Todos os valores esperados da distribuição de Maxwell-Boltzmann para 

prótons à temperatura do quasar 3C 273 não possuem sentido físico, pois o 

pico do gráfico da figura abaixo ocorre em 𝛽 > 1: 

 

Figura 4.15– Distribuição de Maxwell-Boltzmann para𝜻 = 𝟏, 𝟎𝟖𝟖𝟖. 

 

 

Tabela 4.7– Valores esperados (MB) para 𝜻 = 𝟏, 𝟎𝟖𝟖𝟖. 

𝛽𝑝 = 1,3553 

〈𝛽〉 = 1,5293 

𝛽𝑟𝑚𝑠 = 1,6599 
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As observações perdidas pela utilização da distribuição de Maxwell-

Boltzmann com um parâmetro 𝜁  tão pequeno, indicativo de um regime 

relativístico, seriam superiores a três quartos do total: 

 

∫ √
2

𝜋
(1,0888)

3

2𝛽2𝑒
−1,0888𝛽2

2

+∞

1

𝑑𝛽 =  0,7798 .                          (4.14) 

 

Este percentual perdido corresponde à área em cinza do seguinte gráfico: 

 

Figura 4.16– Área perdida (em cinza) pelo uso da Distribuição de Maxwell-Boltzmann: 𝜻 =
𝟏, 𝟎𝟖𝟖𝟖. 

 

A distribuição de Maxwell-Jüttner de prótons à temperatura do quasar 3C 

273 teria a curva e os valores esperados que se seguem: 

 

Figura 4.17– Distribuição de Maxwell-Jüttner para prótons à temperatura do quasar 3C 273. 

 

 
Tabela 4.8– Valores esperados (MJ) para 𝜻 = 𝟏, 𝟎𝟖𝟖𝟖. 

 
 

 
 

Considerando apenas as distribuições cujos valores de 𝜁 utilizados 

possibilitaram sua distinção, pode-se comparar percentualmente os valores 

esperados: 

〈𝛽〉 = 0,8953 

𝛽𝑟𝑚𝑠 = 0,9024 

𝛽𝑝 = 0,9769 
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Tabela 4.9– Diferença percentual entre os valores esperados. 

𝜁 Medidas Maxwell-Boltzmann Maxwell-Jüttner Diferença (%) 

39,5335 

𝛽𝑝 0,2249 0,2305 2,43 

〈𝛽〉 0,2538 0,2483 2,17 

𝛽𝑟𝑚𝑠 0,2755 0,2672 3,01 

3,9533 

𝛽𝑝 0,7113 0,7786 8,64 

〈𝛽〉 0,8026 0,6604 17,72 

𝛽𝑟𝑚𝑠 0,8711 0,6828 21,62 

1,0888 

𝛽𝑝 1,3553 0,9769 27,92 

〈𝛽〉 1,5293 0,8953 41,46 

𝛽𝑟𝑚𝑠 1,6599 0,9024 45,64 

 
Observa-se que a semelhança entre as curvas das distribuições com 

𝜁 = 39,5335  traduz-se na proximidade entre os valores esperados e no 

reduzido erro percentual, o que não ocorre quando aquele parâmetro aproxima-

se da unidade. 

Algumas considerações sobre a velocidade média quadrática 

relativística 〈𝛽2〉 são feitas por [13] e por [22]. Segundo [13], p. 10-11 (tradução 

nossa), 

Pode parecer que seria suficiente tomar o valor médio relativístico de 

𝑣2 para obter uma definição coerente para a velocidade térmica (...). 
No entanto, tal definição não envolve o conteúdo de energia usual 
incluído na definição clássica; isso ocorre devido à relação diferente 
entre energia e velocidade. ([13], p. 10-11, tradução nossa). 
 

A proposta de [13] envolve considerar o conceito de energia média que, 

em um regime relativístico, é 

 

〈𝐸〉 =
𝑚0𝑐

2

√1 − 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉
                                                    (4.15) 

 

〈𝛽𝑡ℎ
2 〉 =

〈𝐸〉2 − (𝑚0𝑐
2)2

〈𝐸〉2
   ,                                          (4.16) 

 

onde 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉 designa a velocidade térmica. Calcula-se 〈𝐸〉, de acordo com [13], 

através do tensor de energia-momento. Disso resulta que 

 

〈𝛽𝑡ℎ
2 〉 = 1 − (

𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+
3

𝜁
)
−2

.                                  (4.17) 
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É possível, contudo, encontrar tal resultado sem a utilização de cálculo 

tensorial. [22] apresenta o fator de Lorentz médio 〈𝛾〉 extraído da distribuição de 

Maxwell-Jüttner: 

 

〈𝛾〉 =
𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+
3

𝜁
 .                                               (4.18) 

A partir da igualdade 

 

〈𝛾〉 =
1

√1 − 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉
=
𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+
3

𝜁
 ,                             (4.19) 

 

chega-se à Equação (4.17) . Portanto, para encontrar 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉 , basta tomar a 

distribuição de Maxwell-Jüttner em função de 𝛾 e calcular seu valor médio, 

conforme exposto no Apêndice H. 

Utilizando os valores de 𝜁  da Tabela 4.9, é possível comparar os 

parâmetros médios quadráticos com 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉: 

 

Tabela 4.10– Diferença entre 〈𝜷𝒕𝒉
𝟐 〉 e 〈𝜷𝟐〉𝑴𝑩. 

𝜁 〈𝛽2〉𝑀𝐵  〈𝛽𝑡ℎ
2 〉𝑀𝐽 Diferença (%) 

39,5335 0,0759 0,0739 2,63 

3,9533 0,7589 0,5396 28,90 

1,0888 2,7553 0,8990 67,37 
 

Tabela 4.11– Diferença entre 〈𝜷𝒕𝒉
𝟐 〉 e 〈𝜷𝟐〉𝑴𝑱. 

𝜁 〈𝛽2〉𝑀𝐽 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉𝑀𝐽 Diferença (%) 

39,5335 0,0714 0,0739 3,38 

3,9533 0,4662 0,5396 13,60 

1,0888 0,8143 0,8990 9,42 

 

Observa-se que a distribuição de Maxwell-Boltzmann apresenta apenas 

um valor de velocidade média quadrática, apesar da diferença entre as 

deduções de (1.34) e (2.67) – resultados iguais.  A distribuição de Maxwell-

Jüttner, contudo, possui 〈𝛽2〉 ≠ 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉 , sendo uma calculada através de 

procedimentos estatísticos de integração e a outra encontrada a partir da 

energia média relativística. A comparação entre 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉 e 〈𝛽2〉 difere para cada 

distribuição de velocidades, pois para todos os valores de 𝜁  utilizados, 

〈𝛽𝑡ℎ
2 〉𝑀𝐽 < 〈𝛽

2〉𝑀𝐵 e 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉𝑀𝐽 > 〈𝛽

2〉𝑀𝐽. 
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Considerações Finais 

 

O estudo das distribuições de velocidades e a aplicação destas a 

sistemas simples, nos quais apenas a massa das partículas e a temperatura 

definem a estatística das velocidades corpusculares, demonstraram que a 

opção pela distribuição depende do regime com o qual se trabalha. Este, por 

sua vez, é definido pelo valor do parâmetro 𝜁 , que combina os valores de 

massa corpuscular e de temperatura. 

Observou-se que, apesar dos softwares utilizados não conseguirem 

computar valores muito grandes de 𝜁 para a distribuição de Maxwell-Jüttner, tal 

estatística tende para a distribuição de Maxwell-Boltzmann nesta situação. É 

possível, portanto, utilizar aquela distribuição relativística de velocidades em 

sistemas físicos, qualquer que seja o regime. 

A adoção da estatística de Maxwell-Boltzmann em sistemas nos quais 𝜁 

tende a valores baixos, no entanto, mostrou-se inadequada em razão da perda 

de observações. Apesar dessa limitação, a dedução físico-matemática de 

entendimento mais acessível e a concordância com os resultados 

experimentais explicam o predomínio de sua utilização em regimes clássicos. 

Em relação à distribuição de Maxwell-Jüttner, a diferença entre 〈𝛽2〉 – 

resultado calculado a partir da Estatística – e 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉 – valor médio embasado em 

conceitos físicos – é um aspecto que a distribuição de Maxwell-Boltzmann não 

possui.   

A desconsideração de efeitos magnéticos e quânticos dos sistemas nos 

quais foram aplicadas as distribuições (Sol, fusão nuclear controlada e Quasar 

3C 273) pode ser apontada como uma das perspectivas desta pesquisa e, ao 

mesmo tempo, como uma oportunidade de novos estudos, pois, conforme [13], 

há estatísticas que consideram tais efeitos. 

O desenvolvimento estatístico de parâmetros como variância, desvio 

padrão, entre outras medidas relativas às distribuições também é uma vertente 

de pesquisa a se explorar. Há, portanto, a partir deste estudo, tópicos que 

podem ser estudados futuramente, não se limitando aos supracitados. 
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Apêndices 

 

A. Tabela de Integrais (Fonte: Software Referenciado em [25]) 

 

A.1 Capítulo 2 

 

∫ ∫ 𝑒− 𝑎(𝑟
2)

+∞

0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 

2𝜋

0

𝜋

𝑎
 

 

∫ 𝑥2𝑒−𝛼𝑥
2
𝑑𝑥

+∞

−∞

=
√𝜋

2√𝑎3
 

 

∫ 𝑥2e−𝑎𝑥
2
𝑑𝑥

+∞

0

=
√𝜋

4√𝑎3
 

 

∫ 𝑥3e−𝑎𝑥
2
𝑑𝑥

+∞

0

=
1

2𝑎2
 

 

∫ 𝑥4e−𝑎𝑥
2
𝑑𝑥

+∞

0

=
3√𝜋

8√𝑎5
 

 

A.2 Capítulo 3 

 

∫
𝑥3𝑒

(−
𝑎

√1−𝑥2
)

√1 − 𝑥2
5 𝑑𝑥 =

(2𝑎√1 − 𝑥2 + (𝑎2 − 2)𝑥2 + 2)𝑒
(−

𝑎

√1−𝑥2
)

𝑎3(𝑥2 − 1)
+ 𝐶 

 

∫
𝑥3𝑒

(−
𝑎

√1−𝑥2
)

√1 − 𝑥2
5 𝑑𝑥 =

𝑒
(−

𝑎

√1−𝑥2
)

𝑎
−
Γ (3,

𝑎

√1−𝑥2
)

𝑎3
+ 𝐶 
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B. Dedução da Relação Trigonométrica Hiperbólica (Capítulo 3) 

 

A igualdade  

 

sinh2(𝑥)cosh(𝑥) = (
1

4
) [cosh(3𝑥) − cosh(𝑥)] 

 

pode ser encontrada a partir dos passos a seguir. 

Deduz-se, com base na relação fundamental da trigonometria 

hiperbólica, dada por 

 

cosh2(𝑥) − sinh2(𝑥) = 1 ,                                            (B. 1) 

 

que 

 

sinh2(𝑥) cosh(𝑥) = cosh3(𝑥) − cosh(𝑥) .                        (B. 2)  

 

Além disso, 

 

cosh(2𝑥) = cosh2(𝑥) + sinh2(𝑥)                                 (B. 3) 

 

cosh(2𝑥) cosh(𝑥) = cosh3(𝑥) + sinh2(𝑥)cosh(𝑥)                 (B. 4) 

 

cosh(2𝑥) cosh(𝑥) − sinh2(𝑥)cosh(𝑥) = cosh3(𝑥) .                  (B. 5) 

 

Outra relação trigonométrica útil é 
 

sinh(2𝑥) = 2sinh(𝑥)cosh(𝑥)                                      (B. 6) 

 

sinh(2𝑥)sinh(𝑥) = 2sinh2(𝑥)cosh(𝑥)                               (B. 7) 

 

sinh(2𝑥)sinh(𝑥)

2
= sinh2(𝑥)cosh(𝑥) .                         (B. 8) 

Subtraindo (B. 2) de (B. 5): 
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cosh(2𝑥) cosh(𝑥) − 2sinh2(𝑥)cosh(𝑥) = cosh(𝑥) 

 

2sinh2(𝑥) cosh(𝑥) = cosh(2𝑥) cosh(𝑥) − cosh(𝑥) .                      (B. 9) 

 

Introduzindo (B. 8) em (B. 9): 

 

2(
sinh(2𝑥)sinh(𝑥)

2
) = cosh(2𝑥) cosh(𝑥) − cosh(𝑥) 

 

cosh(2𝑥) cosh(𝑥) − sinh(2𝑥)sinh(𝑥) − cosh(𝑥) = 0 .               (B. 10) 

 

Adicionando o termo 2sinh(2𝑥)sinh(𝑥) em ambos os lados de (B. 10): 

 

cosh(2𝑥) cosh(𝑥) + sinh(2𝑥)sinh(𝑥) − cosh(𝑥) = 2sinh(2𝑥)sinh(𝑥).      (B. 11) 

 

Substituindo a relação seguinte 

 

cosh(3𝑥) = cosh(2𝑥) cosh(𝑥) + sinh(2𝑥)sinh(𝑥) 

 

em (B. 11), tem-se 

 

cosh(3𝑥) − cosh(𝑥) = 2sinh(2𝑥)sinh(𝑥)                        (B. 12) 

 

Introduzindo(B. 7) em(B. 12): 

 

cosh(3𝑥) − cosh(𝑥) = 2[2sinh2(𝑥)cosh(𝑥)] 

 

4sinh2(𝑥)cosh(𝑥) = cosh(3𝑥) − cosh(𝑥) 

 

sinh2(𝑥)cosh(𝑥) = (
1

4
) [cosh(3𝑥) − cosh(𝑥)]                    (B. 13) 
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C. Passagens Matemáticas da Expressão de 𝜷𝒑 (Capítulo 3) 

 

A derivação da distribuição de Maxwell-Jüttner e sua igualdade a zero 

resulta em 3.48: 

 

𝛽2 (1 − 𝜁√1 − 𝛽2) − 3𝛽4 + 2 = 0 

 

Expandindo seus termos, tem-se 

 

−3𝛽4 + 2 + 𝛽2 − 𝛽2𝜁√1 − 𝛽2 = 0 

 

Multiplica-se a expressão pela seguinte fração a fim de gerar um produto 

da diferença pela soma e, com isso, tirar todas as raízes quadradas do 

numerador: 

 

(−3𝛽4 + 2 + 𝛽2 − 𝛽2𝜁√1 − 𝛽2)(
−3𝛽4 + 2 + 𝛽2 + 𝛽2𝜁√1 − 𝛽2

−3𝛽4 + 2 + 𝛽2 + 𝛽2𝜁√1 − 𝛽2
) = 0 

 

9𝛽8 + (𝜁2 − 6)𝛽6 − (𝜁2 + 11)𝛽4 + 4𝛽2 + 4 = 0 

 

Tanto 1 quando −1 são raízes desta equação. Logo, pode-se reduzi-la a 

um polinômio de grau 6 – mesmo grau do polinômio exposto por [13] por meio 

do qual se encontra o valor mais provável do percentual 𝛽 de velocidade em 

relação a 𝑐. Assim: 

 

(𝛽 − 1)(𝛽 + 1)[9𝛽6 + (𝜁2 + 3)𝛽4 − 8𝛽2 − 4] = 0 

 

Busca-se valores de 𝛽 entre 0 e 1. Logo: 

 

9𝛽6 + (𝜁2 + 3)𝛽4 − 8𝛽2 − 4 = 0. 
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D. Função Gama Incompleta (Capítulo 3) 

 

De acordo com [23], a função gama incompleta é dada pela integral 

 

Γ(𝑎 , 𝑏) = ∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡.
∞

𝑏

 

 

No Capítulo 3, para o cálculo de 〈𝛽〉, tem-se 𝑎 = 3: 

 

Γ(3 , 𝑏) = ∫ 𝑡2𝑒−𝑡𝑑𝑡
∞

𝑏

. 

 

Tal integral possui a solução analítica 

 

Γ(3 , 𝑏) =
𝑒−𝑏(𝑏3 + 2𝑏2 + 2𝑏)

𝑏
 . 

 

Tomando 𝑏 =
𝜁

√1−𝛽2
 e aplicando os limites de integração da variável 𝛽 na 

Equação (3.55): 

 

Γ (3,
𝜁

√1 − 𝛽2
)|

0

1

= lim
𝛽→1

Γ(3,
𝜁

√1 − 𝛽2
) − Γ(3, 𝜁) . 

 

Quando 𝛽 tende a 1, √1 − 𝛽2 tende a 0 e 
𝜁

√1−𝛽2
 tende a infinito. Em tal 

situação,  

 

lim
𝑏→∞

Γ(3, 𝑏) = 0 . 

 

Portanto: 

 

Γ(3,
𝜁

√1 − 𝛽2
)|

0

1

= −Γ(3, 𝜁) . 
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E. Cálculo de 〈𝜷𝟐〉 (Capítulo 3) 

 

A integral 

 

〈𝛽2〉 = ∫
𝜁𝛽4𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)𝑑𝛽

𝐾2(𝜁)

1

0

 

 

não possui solução tabelada. Busca-se, a partir deste fato, encontrar uma 

expressão que dependa de funções matemáticas especiais, mesmo que sejam 

dadas por operações com séries de potências. 

Fazendo a mesma transformação de variável proposta por [18] e 

exposta no Capítulo 3: 

 

sinh(𝜃) = 𝛽𝛾                                                                  

 

cosh2(𝜃) −(𝛽𝛾)2 = 1                                                    

 

cosh(𝜃) =√1 + (𝛽𝛾)2                                                    

 

cosh(𝜃) =𝛾 =  
1

√1 − 𝛽2
                                                

 

tanh(𝜃) =𝛽                                                         

 

𝑑𝛽 =
𝑑𝜃

cosh2(𝜃)
 .                                                  

 

Expressando 〈𝛽2〉 em função de 𝜃: 

 

〈𝛽2〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
∫ 𝑒−𝜁cosh (𝜃)sinh3(𝜃)tanh(𝜃)

+∞

0

𝑑𝜃 .                              
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〈𝛽2〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
∫ 𝑒−𝜁 cosh(𝜃)sinh2(𝜃)tanh2(𝜃)cosh (𝜃)

+∞

0

𝑑𝜃 .                      

 

Aplicando a igualdade sinh2(𝜃)tanh2(𝜃) = sinh2(𝜃) − tanh2(𝜃): 

 

〈𝛽2〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
∫ 𝑒−𝜁 cosh(𝜃)cosh (𝜃)[sinh2(𝜃) − tanh2(𝜃)]

+∞

0

𝑑𝜃 

 

〈𝛽2〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
∫ [𝑒−𝜁 cosh(𝜃)sinh2(𝜃) cosh(𝜃) − 𝑒−𝜁 cosh(𝜃)tanh2(𝜃)cosh (𝜃)]𝑑𝜃 .

+∞

0

 

 

Conforme demonstrado no Capítulo 3,  

 

∫ 𝑒−𝜁cosh (𝜃)sinh2(𝜃)cosh(𝜃)

+∞

0

𝑑𝜃 =
𝐾2(𝜁)

𝜁
; 

 

Como tanh2(𝜃) = 1 − sech2(𝜃), tem-se 

 

〈𝛽2〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
[
𝐾2(𝜁)

𝜁
− ∫ 𝑒−𝜁 cosh(𝜃) cosh(𝜃) 𝑑𝜃 +

+∞

0

∫ 𝑒−𝜁 cosh(𝜃) sech(𝜃) 𝑑𝜃

+∞

0

]. 

 

Como  

 

𝐾ν(𝜁) = ∫ 𝑒−𝜁𝑐𝑜𝑠ℎ (𝑡)cosh(𝜈𝑡)

+∞

0

𝑑𝑡, 

 

〈𝛽2〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
[
𝐾2(𝜁)

𝜁
− 𝐾1(𝜁) + ∫ 𝑒−𝜁 cosh(𝜃) sech(𝜃) 𝑑𝜃

+∞

0

]. 
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A integral restante pode ser resolvida por derivação sob o sinal de 

integral [36] para uma variável 𝛼 tal que 

 

𝑓(𝛼) = ∫ 𝑒−𝛼𝜁 cosh(𝜃) sech(𝜃) 𝑑𝜃

+∞

0

 

 

𝑑(𝑓(𝛼))

𝑑𝛼
= 𝑓′(𝛼) = −∫ 𝜁𝑒−𝛼𝜁 cosh(𝜃) cosh(𝜃) sech(𝜃) 𝑑𝜃

+∞

0

 

 

𝑓′(𝛼) = −𝜁∫ 𝑒−𝛼𝜁 cosh(𝜃)𝑑𝜃

+∞

0

 

 

𝑓′(𝛼) = −𝜁𝐾0(𝛼𝜁) 

 

𝑓(𝛼) = −𝜁∫𝐾0(𝛼𝜁)𝑑𝛼 . 

 

O resultado desta integral é, de acordo com a resposta do software 

referenciado em [24]: 

 

𝑓(𝛼) = −
𝜋𝜁𝛼

2
[𝐿−1(𝜁𝛼)𝐾0(𝜁𝛼) + 𝐿0(𝜁𝛼)𝐾1(𝜁𝛼)] + 𝐶, 

 

onde 𝐿𝜈(𝑧) são funções modificadas de Struve de ordem 𝜈 [26]. Logo, 

 

𝑓(𝛼) = ∫ 𝑒−𝛼𝜁 cosh(𝜃) sech(𝜃)𝑑𝜃 = −
𝜋𝜁𝛼

2
[𝐿−1(𝜁𝛼)𝐾0(𝜁𝛼) + 𝐿0(𝜁𝛼)𝐾1(𝜁𝛼)] + 𝐶 .

+∞

0

 

 

Para determinar a constante 𝐶, o caminho mais simples seria fazer 𝛼 =

0. Para a expressão 

 

𝑓(𝛼) = ∫ 𝑒−𝛼𝜁 cosh(𝜃) sech(𝜃)𝑑𝜃

+∞

0

 , 
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tal substituição não acarretaria inconsistências, pois 

 

𝑓(0) = ∫ sech(𝜃) 𝑑𝜃

+∞

0

 

 

𝑓(0) = 2arctan [tanh (
𝜃

2
)]|

0

+∞

=
𝜋

2
 . 

 

No entanto, a expressão 

 

𝑓(𝛼) = −
𝜋𝜁𝛼

2
[𝐿−1(𝜁𝛼)𝐾0(𝜁𝛼) + 𝐿0(𝜁𝛼)𝐾1(𝜁𝛼)] + 𝐶 

 

apresentaria indeterminações, pois ocorreriam os produtos 𝐿−1(𝜁𝛼)𝐾0(𝜁𝛼)𝛼 e 

𝐿0(𝜁𝛼)𝐾1(𝜁𝛼)𝛼. Considerando que 

 

lim
𝛼→0

𝐾0(𝜁𝛼) = ∞ 

 

e 

 

𝐾1(𝜁𝛼) = ∞̃ , 

 

onde, de acordo com o resultado apresentado pelo software referenciado em 

[24], ∞̃ representa o infinito complexo, ter-se-iam duas multiplicações de zero 

por infinito. Tomando o limite  

 

lim
𝛼→0
 𝑓(𝛼) = lim

𝛼→0
{−
𝜋𝜁𝛼

2
[𝐿−1(𝜁𝛼)𝐾0(𝜁𝛼) + 𝐿0(𝜁𝛼)𝐾1(𝜁𝛼)] + 𝐶} , 

 

têm-se, conforme os resultados do software [24],os seguintes limites válidos : 

 

lim
𝛼→0

𝐾0(𝜁𝛼) 𝛼 = 0 
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lim
𝛼→0

𝐿−1(𝜁𝛼)𝐾0(𝜁𝛼)𝛼 = [lim
𝛼→0

𝐾0(𝜁𝛼) 𝛼] 𝐿−1(0) = 0[𝐿−1(0)] = 0 ; 

lim
𝛼→0

𝐿0(𝜁𝛼)𝐾1(𝜁𝛼) =
2

𝜋
 

 

lim
𝛼→0

𝐿0(𝜁𝛼)𝐾1(𝜁𝛼)𝛼 = [lim
𝛼→0

𝐿0(𝜁𝛼)𝐾1(𝜁𝛼)] 0 = 0 . 

 

Portanto: 

 
lim
𝛼→0
 𝑓(𝛼) = 𝐶. 

 

Como 

 

𝑓(0) = lim
𝛼→0
 𝑓(𝛼) = lim

𝛼→0
∫ 𝑒−𝛼𝜁 cosh(𝜃) sech(𝜃) 𝑑𝜃

+∞

0

 , 

 

tem-se que 

 

𝐶 =
𝜋

2
 . 

 

Tomando 𝛼 = 1 , encontra-se o resultado da integral definida de 

interesse: 

 

𝑓(1) = ∫ 𝑒−𝜁 cosh(𝜃) sech(𝜃) 𝑑𝜃

+∞

0

= −
𝜋𝜁

2
[𝐿−1(𝜁)𝐾0(𝜁) + 𝐿0(𝜁)𝐾1(𝜁)] +

𝜋

2
 . 

 

Tem-se, finalmente, que 

 

〈𝛽2〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
{
𝐾2(𝜁)

𝜁
− 𝐾1(𝜁) +

𝜋

2
[1 − 𝜁𝐾0(𝜁)𝐿−1(𝜁) − 𝜁𝐾1(𝜁)𝐿0(𝜁)]} , 

 

ou apenas 

 

〈𝛽2〉 = 1 −
𝜁𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+

𝜁𝜋

2𝐾2(𝜁)
[1 − 𝜁𝐾0(𝜁)𝐿−1(𝜁) − 𝜁𝐾1(𝜁)𝐿0(𝜁)]. 
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F. Funções Especiais Oriundas da Equação Diferencial de 

Bessel (Capítulo 3) 

 

F.1 Função Modificada de Bessel 

 

Conforme [20], a equação diferencial de Bessel é dada por 

 

𝑧2
𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
+ 𝑧

𝑑𝑤

𝑑𝑧
+ (𝑧2 − 𝜈2)𝑤 = 0. 

 

A equação diferencial modificada de Bessel de ordem 𝜈 é obtida com a 

simples alteração de sinal do termo 𝑧2do coeficiente de 𝑤: 

 

𝑧2
𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
+ 𝑧

𝑑𝑤

𝑑𝑧
− (𝑧2 + 𝜈2)𝑤 = 0. 

 

As funções modificadas de Bessel são soluções desta equação. 

Denomina-se 𝐼𝜈(𝑧) a função modificada de Bessel de primeira espécie: 

 

𝐼𝜈(𝑧) = ∑
(
𝑧

2
)
2𝑛+𝜈

𝑛! Γ(1 + 𝑛 + 𝜈)

∞

𝑛=0

 . 

 

A função modificada de Bessel de segunda espécie, representada por 

𝐾𝜈(𝑧) , consiste em uma série de potências que se relaciona com 𝐼𝜈(𝑧)  da 

seguinte forma: 

 

𝐾𝜈(𝑧) = (
𝜋

2
)
𝐼−𝜈(𝑧) − 𝐼𝜈(𝑧)

sin (𝜈𝜋)
 . 

 

Quando 𝜈 é um número 𝑛 ∈ ℤ, toma-se o limite 𝜈 → 𝑛 para que o seno 

do denominador da equação acima não se anule. No Capítulo 3, a Equação 

(3.35) representa esta função modificada de Bessel por meio de uma integral. 
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F.2 Função Modificada de Struve 

 

Segundo [20], a equação diferencial de Struve é dada por: 

 

𝑧2
𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
+ 𝑧

𝑑𝑤

𝑑𝑧
+ (𝑧2 − 𝜈2)𝑤 =

4 (
𝑧

2
)
𝜈+1

Γ (𝜈 +
1

2
) √𝜋

 . 

 

De acordo com [37], trata-se de uma equação diferencial de Bessel não 

homogênea. A mesma alteração feita no coeficiente de 𝑤  da equação de 

Bessel é suficiente, na equação acima, para gerar a equação modificada de 

Struve, que, conforme [26], se expressa por: 

 

𝑧2
𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
+ 𝑧

𝑑𝑤

𝑑𝑧
− (𝑧2 + 𝜈2)𝑤 =

4 (
𝑧

2
)
𝜈+1

Γ (𝜈 +
1

2
) √𝜋

 . 

 

A função modificada de Struve 𝐿𝜈(𝑧), que ocorre em 3.60 (Capítulo 3), é 

solução desta equação. Esta função representa a seguinte série de potências: 

 

𝐿𝜈(𝑧) = ∑
(
𝑧

2
)
2𝑛+𝜈+1

Γ (𝑛 + 𝜈 +
3

2
) Γ (𝑛 +

3

2
)

∞

𝑛=0

 . 
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G. Distribuição de Maxwell-Boltzmann em Função de 𝜷 

(Capítulo 4) 

 

A função distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann é dada por 

 

𝑓𝑀𝐵(𝑣) = 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3

𝑣2𝑒
−𝑚0𝑣

2

2𝑘𝑇 . 

 

Para fins de comparação gráfica entre o traço desta função e o da 

distribuição de Maxwell-Jüttner, faz-se necessário submetê-las à mesma 

variável. Adota-se 𝛽 =
𝑣

𝑐
 para aferição do percentual das velocidades em 

relação a  𝑐. Para a distribuição de Maxwell-Boltzmann, tem-se 

 

𝑐𝛽 = 𝑣 

 

𝑐𝑑𝛽 = 𝑑𝑣 

 

𝑓𝑀𝐵(𝛽)𝑑𝛽 = 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3

𝛽2𝑐2𝑒
−𝑚0𝛽

2𝑐2

2𝑘𝑇 𝑐𝑑𝛽 

 

𝑓𝑀𝐵(𝛽)𝑑𝛽 = 4𝜋 (√
𝑚0
2𝜋𝑘𝑇

)

3

𝛽2𝑐3𝑒
−𝑚0𝑐

2𝛽2

2𝑘𝑇 𝑑𝛽 

 

𝑓𝑀𝐵(𝛽)𝑑𝛽 = 4𝜋(√
𝑚0𝑐2

2𝜋𝑘𝑇
)

3

𝛽2𝑒
−𝑚0𝑐

2𝛽2

2𝑘𝑇 𝑑𝛽 

 

𝑓𝑀𝐵(𝛽)𝑑𝛽 =
4𝜋

(√2𝜋)
3 (√

𝑚0𝑐2

𝑘𝑇
)

3

𝛽2𝑒
−𝑚0𝑐

2𝛽2

2𝑘𝑇 𝑑𝛽 

 

Considerando que 𝜁 =
𝑚0𝑐

2

𝑘𝑇
, tem-se 
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𝑓𝑀𝐵(𝛽)𝑑𝛽 = √
2

𝜋
(𝜁)

3

2𝛽2𝑒
−𝜁𝛽2

2 𝑑𝛽 

 

ou 

 

𝑓𝑀𝐵(𝛽) = √
2

𝜋
(𝜁)

3

2𝛽2𝑒
−𝜁𝛽2

2 . 

 

A partir desta nova equação, os valores esperados da distribuição de 

Maxwell-Boltzmann em função de 𝛽 seriam: 

 

〈𝛽〉𝑀𝐵 = √
8𝑘𝑇

𝜋𝑚0𝑐2
= √

8

𝜋𝜁
 , 

 

𝛽𝑝(𝑀𝐵) = √
2𝑘𝑇

𝑚0𝑐2
= √

2

𝜁
 , 

 

e 

 

𝛽𝑟𝑚𝑠(𝑀𝐵) = √〈𝛽2〉𝑀𝐵 = √
3𝑘𝑇

𝑚0𝑐2
= √

3

𝜁
 . 
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H. Cálculo de 〈𝜷𝒕𝒉
𝟐〉 (Capítulo 4) 

 

A distribuição de Maxwell-Jüttner em função da velocidade 𝛽 é dada por  

 

𝑓𝑀𝐽(𝛽)𝑑𝛽 =
𝜁𝛽2𝛾5𝑒(−𝜁𝛾)

𝐾2(𝜁)
𝑑𝛽 . 

 

Tomando 𝛽 em função do fator de Lorentz, dado por 

 

𝛾 =
1

√1 − 𝛽2
 , 

 

tem-se 

𝛽 = √
𝛾2 − 1

𝛾2
 

e 

 

𝑑𝛽 =
1

𝛾2√𝛾2 − 1
𝑑𝛾 . 

 

A distribuição de Maxwell-Jüttner como função do fator de Lorentz 𝛾 tem, 

então, a seguinte forma: 

 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛾)𝑑𝛾 =
𝜁𝑒(−𝜁𝛾)𝛾√𝛾2 − 1

𝐾2(𝜁)
𝑑𝛾  

 

ou apenas 

 

𝑓𝑀𝐽(𝛾) =
𝜁𝑒(−𝜁𝛾)𝛾√𝛾2 − 1

𝐾2(𝜁)
 . 

 

A esperança 〈𝛾〉 desta distribuição é calculada a partir da integral 
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〈𝛾〉 = ∫ 𝛾𝑓𝑀𝐽(𝛾)𝑑𝛾

∞

1

= ∫
𝜁𝑒(−𝜁𝛾)𝛾2√𝛾2 − 1

𝐾2(𝜁)
𝑑𝛾

∞

1

 , 

 

na qual os novos limites de integração decorrem da relação entre 𝛽 e 𝛾. 

Aplica-se a substituição de variável proposta por [18]: 

 

𝛾 = cosh (𝜃) 

 

𝑑𝛾 = sinh(𝜃) 𝑑𝜃 

 

〈𝛾〉 =
𝜁

𝐾2(𝜁)
∫ cosh2(𝜃)sinh2(𝜃)𝑒(−𝜁cosh(𝜃))𝑑𝜃 .  

∞

0

 

 

O software referenciado em [24] reconhece como válida a seguinte 

relação trigonométrica hiperbólica: 

 

cosh2(𝜃)sinh2(𝜃) =
cosh(4𝜃) − 1

8
 . 

Então: 

 

〈𝛾〉 =
𝜁

8𝐾2(𝜁)
∫[cosh(4𝜃) − 1]𝑒(−𝜁cosh(𝜃))𝑑𝜃 .

∞

0

 

 

Como 

𝐾ν(𝜁) = ∫ 𝑒−𝜁cosh (𝑡)cosh(𝜈𝑡)

+∞

0

𝑑𝑡 , 

 

então 

 

〈𝛾〉 =
𝜁

8𝐾2(𝜁)
[𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁)] . 
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De acordo com [22],  

〈𝛾〉 =
𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+
3

𝜁
 . 

 

Portanto: 

 

𝜁

8𝐾2(𝜁)
[𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁)] =

𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+
3

𝜁
 .                                (H. 1) 

 

Pode-se desenvolver a equação acima para atestar a validade da 

igualdade: 

 

𝜁

𝐾2(𝜁)
[𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁)] =

8𝜁𝐾1(𝜁) + 24𝐾2(𝜁)

𝜁𝐾2(𝜁)
 

 

𝜁[𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁)] = 8𝐾1(𝜁) +
24𝐾2(𝜁)

𝜁
 

 

Da relação de recorrência exposta por [21]: 

 

𝐾ν+1(𝜁) − 𝐾ν−1(𝜁) = (
2ν

𝜁
)𝐾ν(𝜁) 

 

extrai-se que 

 

𝐾2(𝜁)

𝜁
=
1

4
[𝐾3(𝜁) − 𝐾1(𝜁)] . 

 

Logo, 

 

𝜁[𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁)] = 8𝐾1(𝜁) +
24

4
[𝐾3(𝜁) − 𝐾1(𝜁)] 

 

𝜁[𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁)] = 8𝐾1(𝜁) + 6𝐾3(𝜁) − 6𝐾1(𝜁) 
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𝜁[𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁)] = 2𝐾1(𝜁) + 6𝐾3(𝜁) 

𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁) =
2𝐾1(𝜁)

𝜁
+
6𝐾3(𝜁)

𝜁
 

 

Aplicando a mesma relação de recorrência apresentada por [21] aos 

termos do lado direito da equação acima, tem-se 

 

2𝐾1(𝜁)

𝜁
= 𝐾2(𝜁) − 𝐾0(𝜁) 

e 

6𝐾3(𝜁)

𝜁
= 𝐾4(𝜁) − 𝐾2(𝜁) . 

 

Assim: 

 

𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁) = 𝐾2(𝜁) − 𝐾0(𝜁) + 𝐾4(𝜁) − 𝐾2(𝜁) 

 

𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁) = 𝐾4(𝜁) − 𝐾0(𝜁) . 

 

Logo, a Equação (H. 1)  é válida. Tomando 〈𝛾〉  como função da velocidade 

térmica: 

 

〈𝛾〉 =
1

√1 − 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉
=
𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+
3

𝜁
 

 

(
1

√1 − 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉
)

2

= (
𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+
3

𝜁
)
2

 

 

1 − 〈𝛽𝑡ℎ
2 〉 =

1

(
𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+
3

𝜁
)
2 

 

〈𝛽𝑡ℎ
2 〉 = 1 − (

𝐾1(𝜁)

𝐾2(𝜁)
+
3

𝜁
)
−2

. 

 

Trata-se do mesmo resultado apresentado por [13]. 
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