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Resumo

Os movimentos periddicos e oscilatérios sao de grande interesse devido as suas
diversas aplicacBes tanto no campo da Fisica quanto da engenharia e de &reas
técnicas. Um estudo aprofundado sobre a fisica envolvida nestes movimentos
periddicos € de extrema importancia para uma descricdo do fenbmeno em si e para
a determinacdo das leis que regem o seu movimento. O conhecimento destas leis
traz uma melhor clareza sobre o fenbmeno em questdo dando suporte para
possiveis aplicaces. Aqui neste trabalho tratamos especificamente do movimento
de um péndulo simples considerando ndo apenas pequenas oscilacdes como é de
costume, mas também considerando o efeito de grandes amplitudes de oscilacéo.
Para isto € necessario obter uma solucdo mais geral para o problema sem
considerar aproximacOes rotineiramente utilizadas para pequenas oscilacoes.
Assim, foram obtidas neste trabalho as equacfes diferenciais de movimento que
caracterizam e determinam o movimento de um péndulo simples considerando
desde pequenas até grandes amplitudes de oscilacdo. Estas equacdes diferenciais
foram solucionadas por meio de técnicas de solucdo de equacbes diferenciais
usando-se métodos de expansdo de funcgdes. Foi possivel verificar, tanto
experimentalmente quanto teoricamente, que para 0 movimento do oscilador
harménico simples, o seu periodo de oscilacdo aumenta e a sua frequéncia angular
diminui com o aumento da amplitude de oscilacdo. Foi também determinada a
faixa de validade da aproximacéo para pequenas amplitudes de movimento.



Sumario

(@2 o1 (1] [0 15 RO OSSO USOPR TSRS 5
MOVIMENTOS PERIODICOS .......cooviieieieiceeeeeese et 5
IS 1 8 (o 11 o T USSR 5
1.2 Period0 € FrEOQUEBNCIA ......ccveiieiie ettt sttt et e esraenne e e 5
1.3 EXemplos de OSCIHATOIES........c.ciiiiieeiiece et 6
1.3 1 PENAUIO SIMPIES.....eiiiciecieece ettt re e 6
1.3.2 Oscilador Harmonico Linear SIMPIES ..........oocviiiiiiiieieiesiese e 7
1.4 OSCIAGOES AMOITECIAAS .......eviiiiisieeiieiee e 8
1.5 OSCHAGOES FOIGAUAS .......cuviiiiiiiiiiisieeiiee et 8
(@ o1 111 012 OSSR 10
PENDULO SIMPLES ..ottt 10
(O o 11 1] [0 T SRS PSO 15

A DEPENDEN~CIA DO PERIODO DO PENDULO SIMPLES COM A AMPLITUDE
DE OSCILAGAD ..ottt ettt bbbttt bbb 15

BIDHOGIAfia. ... .cvi et 29



Capitulo 1

MOVIMENTOS PERIODICOS

1.1 Introducéo

A introducdo de movimentos periddicos é de grande importancia para a fisica sendo
aplicado, por exemplo, para o estudo do movimento ondulatério. As nocdes de periodo,
frequéncia e amplitude que serdo introduzidos aqui sdo de grande utilidade para o estudo de

fendmenos fisicos periodicos.

1.2 Periodo e Frequéncia

Diz-se que um movimento é periédico quando, para um mesmo referencial, se repete
identicamente em intervalos de tempos sucessivos e iguais. O termo periddico quer dizer que,
depois de um lapso de tempo, o sistema recupera sua configuracdo original e em seguida o
movimento comega a se repetir. O movimento, portanto, ocorre em ciclos repetitivos, cada um
dos quais, exatamente igual a qualquer outro. Movimentos peridédicos ocorrem
frequentemente na natureza e ocupam uma posi¢do de grande importancia na Fisica. Como
exemplos, podemos citar o movimento de rotagdo da Lua em torno da Terra e 0 movimento de
translacdo da Terra em torno do Sol. Movimentos periddicos que podem ser descritos em
termos de uma Unica coordenada de distancia, como 0 movimento para cima e para baixo de
uma massa suspensa por uma mola vertical, sdo chamados de movimentos oscilatérios ou
vibratérios. O movimento de uma corda de violino, 0 movimento de um péndulo oscilando, o
movimento dos atomos num solido sdo todos exemplos de movimento oscilatério. O
movimento periddico pode ser chamado também de movimento harménico.

Quando um corpo executa um movimento, indo e voltando sobre uma mesma
trajetdria, dizemos que ele esta vibrando ou oscilando entre dois pontos. Se o corpo vai de
uma posicdo extrema a outra e retorna a posicdo inicial, dizemos que ele efetuou uma

vibragdo completa ou um ciclo.



O tempo que um corpo, em movimento periodico, gasta para realizar um ciclo
completo é denominado periodo (T) do movimento. Por exemplo, o periodo de rotacdo da
Lua em torno da Terra é de aproximadamente 28 dias e o de translacdo da Terra em torno do
Sol de 365 dias.

Nos movimentos oscilatorios o nimero de vibracGes completas (ou nimero de ciclos) N

que o corpo efetua por intervalo de tempo At € denominado frequéncia (f) do movimento:

N
Devemos notar que para uma unica oscilacdo temos N = 1 e At = T, logo podemos

escrever que

f=1 (L2)

A unidade de frequéncia no Sl é 1/s (segundo a menos 1). Esta unidade de 1 vibracdo/s
ou 1 ciclo/s foi denominada de hertz (1 hertz = 1/s), em homenagem ao famoso fisico aleméao
do século XIX Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894). Se o corpo oscila com uma frequéncia f,

podemos obter da equacédo (1.2) que o seu periodo de vibracdo (T) sera dado por

T = % (1.3)

Desta relacdo, podemos concluir que quanto maior for a frequéncia com que o corpo
oscila menor serd o seu periodo e vice-versa. Usando a equacgdo (1.1) poderiamos ainda
escrever a equacdo (1.3) como

T==. (L4)

1.3 Exemplos de Osciladores

1.3.1 Péndulo Simples

Um péndulo simples (veja Figura 1.1) é um fio inextensivel e de
, - . |
massa desprezivel fixo em uma de suas extremidades e com um corpo
de massa m preso a sua outra extremidade. Quando retirado de sua

|

|

|

|

posicao de equilibrio e solto o péndulo comeca a oscilar. A amplitude !
. ) . A . .~ oL e .~ |
do movimento sera a disténcia entre a posic¢ao de equilibrio e a posicdo m I
|

extrema ocupada pelo corpo que oscila. E possivel demonstrar que o Figura 1.1



periodo de oscilacdo de um péndulo simples oscilando com pequena amplitude (a < 15°) é

T = 271\/%, (1.5)

onde L é comprimento do péndulo simples e g é a aceleracdo da gravidade local.

dado pela expressao:

A expressao (1.5) nos mostra que: quanto maior for o comprimento L do péndulo, maior
sera o seu periodo; quanto maior for a aceleracdo da gravidade no local onde o péndulo oscila,

menor sera o seu periodo; o periodo ndo depende da massa m do péndulo.

1.3.2 Oscilador Harmoénico Linear Simples

Um bloco de massa m conectado a uma m
mola esta inicialmente em repouso na posicao K
,, sobre um piso horizontal sem atrito (veja
Figura 1.2). O bloco é entdo deslocado de sua < : »
X X0 X

posicdo inicial até o ponto =, esticando-se é
claro a mola. O bloco é entdo solto. Este ir4, Figura 1.2

entdo, se movimentar entre os pontos z, e x,, sendo |z, |= z,[. A amplitude A do

movimento sera 0 modulo do deslocamento méaximo realizado pelo movimento, ou seja

A=z |Hz,|. Este constitui um exemplo de um oscilador harmdnico linear. Neste caso é

possivel demonstrar que o periodo de seu movimento é

T = 271\/% : (1.6)

onde T é o periodo (ou seja, 0 tempo necessario para que o objeto realize um ciclo completo),
m € a massa do objeto que esta oscilando e x € a constante elastica da mola. Observe que
neste caso, ao contrario do péndulo, o periodo depende da massa do corpo que oscila — quanto
maior a massa maior sera o periodo do péndulo.

Nos sistemas que se comportam como osciladores sempre existe uma forga que tende
a retornar o objeto oscilante para a sua posic¢ao de equilibrio. Esta forca é chamada de forca

restauradora. No caso do péndulo a forca restauradora estd associada a gravidade e no caso



do oscilador harménico simples a forca restauradora esta associada as propriedades elasticas

da mola.

1.4 Oscilagdes Amortecidas

Quando o movimento de um oscilador € reduzido por uma forca externa dizemos que
0 movimento é amortecido. Na prética todos 0s movimentos oscilatorios sdo amortecidos por
algum tipo de forca. O movimento de um péndulo oscilando no ar, por exemplo, vai
lentamente diminuindo porque o ar exerce uma forca viscosa sobre o péndulo. Ja o
movimento de um bloco conectado a uma mola sera amortecido pelo ar e também pela forca
de atrito existente entre o bloco e o piso. Para um oscilador amortecido a energia mecanica

ndo é constante e decresce com o decorrer do tempo.

1.5 Oscilacbes Forgadas

As oscilagbes naturais (ou proprias) de um corpo sao aquelas que ocorrem quando o
corpo é deslocado e depois abandonado, oscilando livremente. Agora, quando o corpo esta
sujeito a uma forca externa oscilatéria, a oscilagdo resultante do corpo é denominada
oscilacao forcada e tera a mesma frequéncia da forca externa e ndo a sua frequéncia natural
de oscilacdo. A resposta do corpo a uma forca externa oscilatdria dependera da relacdo entre a
sua frequéncia natural de oscilacdo e a frequéncia aplicada. Teremos agora neste caso duas

frequéncias:

i) A frequéncia natural do sistema, f,,, que é a frequéncia na qual o sistema iria oscilar
se fosse deslocado e depois deixado livremente a oscilar, e

i) a frequéncia, f, da forca externa.

Um exemplo de oscilacéo forcada € a que ocorre quando uma pessoa empurra outra em
um balango. Outro exemplo de oscilagcdo forcada é quando uma tropa de soldados marcha de
forma cadenciada por sobre uma ponte. A sucessao de pisadas cadenciadas na ponte fara com
que ela oscile ndo com sua frequéncia natural, mas sim com a frequéncia da forca externa que
Ihe € aplicada. Uma sucessao de pequenos impulsos, gerados por uma forga externa aplicada a

um corpo, pode provocar grandes amplitudes de movimento. Existe um valor caracteristico da



frequéncia externa para o qual a amplitude de oscilagdo atinge um valor maximo. Esta
condigdo é chamada de ressonancia e o valor da frequéncia externa para o qual a ressonancia
acontece é chamada de frequéncia de ressonancia. Esta condi¢do de ressonancia ocorre
quando f = f,. Uma soprano quando quebra uma taca de cristal esta usando o principio de
ressonancia.

No caso da construcdo de um prédio industrial, por exemplo, deve-se saber que tipo de
maquina ira funcionar em seu interior e quais as frequéncias naturais da estrutura do prédio
para se evitar que a frequéncias naturais de oscilacdo do prédio coincidam com as das

maquinas que irdo funcionar naquele local.
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Capitulo 2

PENDULO SIMPLES: APROXIMACAO PARA
PEQUENAS OSCILACOES

Um péndulo simples € por definicdo um fio inextensivel e de massa desprezivel fixo em
uma de suas extremidades e com um corpo de massa m preso a sua outra extremidade (veja
Figura 1.1). Quando retirado de sua posicdo de equilibrio e solto o péndulo comeca a oscilar.
A amplitude do movimento sera a distancia entre a posicdo de equilibrio e a posicdo extrema
ocupada pelo corpo que oscila. A Fig. 2.1 apresenta um esquema das forgas atuantes e as suas

decomposigoes.

-
mg cosé

Figura 2.1 Esquema de for¢as para um péndulo simples.

Duas forcas atuam na particula de massa m, o peso P e a tensdo T. O peso P pode ser

escrito como a soma:

P=PBy+B. =—-Pyd+P+ (2.1)
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sendo:
senf = %9 — Py = Psenf = mgsen@ (2.2)
cosf = % — B. = Pcosf = mgcosf (2.3)

Usando a 22 lei de Newton:

F=P+T=—PyO+P+—TF (2.4)
Ef + Fgf = —Py0 + P.# — T+ (2.5)
Logo:
{Fr =P T (2.6)
Fy = —Py (2.7)

Podemos também escrever a Eq. (2.4) como:
mad = —Py0 + P.7 — T+ (2.8)
Usando a aceleracdo em coordenadas polares:
d=(#-10%)f+ (216 +rH)0 (2.9)
Para péndulo temos:
r=L->1r=0etr =0
Logo:
d=—-r0%* +r6d (2.10)
Substituindo (2.10) em (2.8):
m(=LO%*# + LOO) = —PyH + P.#+ — TF
Logo:

—mLO%?=P. —T (2.11)
mLO = —P, (2.12)

Substituindo a Eq. (2.2) na Eq. (2.12) temos:



mLO = —mgsend
0 = —%sen@
6+ %sen@ =0

Para pequenos angulos podemos fazer sené =~ 8, logo:

d?e

e v 9 _
2 + ; 6=0
Definindo:
2 =9
wo” =7
Temos:
dze 2
ﬁ-l- we“0 =0
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(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Esta é uma equacdo diferencial de 22 ordem, homogénea e de coeficientes constantes.

Generalizando:

sz(t)
dt?

+pP® dY(t)

+cY()=0
Temos como solucéo:
Y(t) = cie™t + ce™t sery # 1,y
Y(t) = cie™ + et sery =1,
onde r é a solucdo de:
ar?+br+c=0
Comparando a Eg. (2.20) com a Eq. (2.17) temos:
a=1,b=0ec = wy?

logo:

2+ 0+wyl=0->1r2=—-wl-or=4-

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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Pela equacéo (2.15) notamos que wy? > 0, pois g e L sdo quantidades positivas. Assim:

. = tiwyg
T'Z == _iwo

r = iiw{
Substituindo estes valores de r; e r, na Eq. (2.18) temos:
0(t) = c,et@ot + ¢ e~ @ot

Usando a férmula de Euler a equacdo anterior fica:

0(t) = cy[cos(wgyt) + isen(wgyt)] + c;[cos(wot) — isen(wyt)]

0(t) = (cq + ¢3) cos(wot) — (¢, — c1)isen(wyt) (2.21)
Definindo:

{cl + ¢, = Acosa (2.22a)

(c; — c3)i = Asena (2.22b)

onde a € uma constante a Eq. (2.21) fica:
0(t) = A[cosa.cos(wyt) — sena.sen(wyt)] (2.22)
Usando a relagdo trigonométrica:
cos(a + b) = cos(a).cos(b) — sen(a).sen(b)
Identificando a = a e b = wt, a Eq. (2.22) fica:
0(t) = Acos(wyt + ) (2.23)

Onde A é a amplitude do movimento, w, é a frequéncia angular e « € a fase inicial. A
Eq. (2.23) é a solucdo para 6(t) para o problema do péndulo fisico considerando-se pequenas
oscilagdes.

Observamos que tomando uma defini¢do diferente nas Egs. (22a) e (22b), por exemplo,

¢, + ¢, = Asena e (¢, — ¢;)i = Acosa, teriamos obtido como solucéo:
0(t) = Asen(wyt + a) (2.24)
Voltamos a Eq. (2.23) tomando a = 0 e A = 6,, temos simplesmente:

6(t) = 0, cos(wt) (2.25)



14

Onde 6, é 0 angulo 6(t) pata t = 0. Pela Eq. (2.15) a frequéncia angular e sera:

w0y = \/% (2.26)

2 . ,
E lembrando que w, = ?” 0 periodo T, sera:

Note-se pelas Eqgs. (2.26) e (2.27) que para pequenas oscilacOes a frequéncia angular w,

e 0 periodo T, independem da amplitude de oscilacdo do movimento.
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Capitulo 3
A DEPENDENCIA DO PERIODO DO PENDULO
SIMPLES COM A AMPLITUDE DE OSCILACAO

O problema do movimento do péndulo simples para grandes amplitudes pode ser

tratado em termos da energia mecanica total E do sistema, ou seja:
E=K+V, (3.1)

onde K € a energia cinética e V é a energia potencial do sistema. Note pela Fig. 3.1 que:
V =mgAy vV A

V=mg(y,—y1) S N =0

V =mg(—Lcosf — 0)

V(6) = —mLcosf (3.2) - - V(e

Figura 3.1
A energia cinética K é dada por:

m
K = —v?
2

e usando que a velocidade v pode ser descrita em termos da variavel 8 como v = L6, a

expressao anterior para a energia cinética K do sistema pode entdo ser expressa como:
K == (L6)?
K= %LZQZ (3.3)
Substituindo as Egs. (3.2) e (3.3) na Eq. (3.1) tem-se:
E= %Lzéz — mgLcosf (3.4)

Tomaremos a simplificacdo que ndo ha forcas dissipativas no sistema e, portanto, a

energia E sera constante. A Fig. 3.2 mostra um grafico da energia potencial V(6).



16

A o)

N N ¢

—mgL

Figura 3.2 Energia potencial do oscilador em funcéo do angulo 6.

Verifica-se que para -mgL< E < mgL o movimento é oscilatorio. Se a massa m
estivesse presa em uma haste rigida (de massa desprezivel) de comprimento Z em vez de um
fio, o péndulo poderia girar em um circulo se £> mgL. Mesmo assim esse movimento ainda
seria periodico, pois o péndulo realizaria uma revolucdo completa a cada vez que 8 aumenta
de 2m Aqui trabalharemos somente o caso do péndulo simples composto de um fio de
comprimento Z e uma massa m solta de um angulo inicial 8, menor que /2.

Tentemos agora solucionar a Eq. (3.4), a qual pode ser escrita como:
mir2H2
;L 6< = E +mgLcosf

9-2 __2E +2mgL

st cosf

62 = ZTg(migL + cose)

2
= |2, |—+ cosh
L gL
do 2 E
== ¥ + cosf
dt L L
dae 2
—= |Zdt
,—+c059 L
mgL
%] do t |2
fe E = fo _gdt
0 +cos6 L
gL
0 dae 2
[P = |2 (3.5)
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O periodo do movimento pode ser obtido pela resolucdo da integral entre limites
apropriados. Quando o movimento é oscilatorio, ou seja, £< mgL o valor maximo de 6, que

chamamos de a, é dado de acordo com a Eq. (3.4) por:

—mgLcosa = E (3.6)
Assim a Eq. (3.5) fica:
6 de _ |29
feo Veosb—cosa | L t (3.7)

O angulo 6 oscila entre os limites - a < 6 < a. Tomemos a relagdo trigonométrica:
cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B)

CoOmA=B= gfica:

on(£7) = s (2 s (2) - son () n (2
oty = o () ()

cos(y) = 1 — sen? (y) — sen? (g)

2
cos(y) = 1 — 2sen? (g)

Assim:

cos(f) = 1 — 2sen® (g)
cos(a) = 1 — 2sen? (g)
Logo:
cosf — cosa = 1 — 2sen? (g) — 1 + 2sen? (%)
st —cosa = 2 [sn? (3) = s ) o

Substituindo a Eq. (3.8) na Eg. (3.7) tem-se:
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fe de _ Z_gt

% 2 fsen(§) s () B
fe ae -9 gt
O Fone()-sen(?) i

J-B dao —9 %t

" jsenz( Se“(9/2)>zl f

%)[1_<sen(“/2)

f:o de o - =2 Qt (3.9)
a sen 9/2
Sen(?) I1_<sen(“/2)> l

Lembrando que o angulo 6 oscila entre os limites +«, e introduzindo uma nova variavel

@ que varia de 0 a 2zznum ciclo completo de oscilagdo de & da seguinte forma:

seng = %ZZ% (3.10)
Fazendo:
a = sen (%) (3.11)
e entao:
seng = sen(:/z) (3.12)
Note que:
p cosd)
%senq) = T
COos@ Z—Z = i CoS (g)
2495 4 = dB (3.13)

cos(2)

Pela Eq. (3.12) tem-se:



Assim a Eq. (3.13) fica:

2acosg

Ti—azsenzy ¥ = 40

Usando as Egs. (3.10), (3.11), (3.12) e (3.15) a Eq. (3.9) fica:

1 2acos
N ®_dp =2 |2t
0 a/1-senZ2¢/1-a2senZgp L

j-(p 1 cos@ g

do = |=t
0 /cosZg \/1-aZsenZgp ¢ L

[
0 /1-a2sen2¢ L

Esta integral tem a forma padréo das integrais elipticas®. Tem-se que:

dx_F(
= X, a)

19

(3.14)

(3.15)

(3.16)

onde A= V1 — a?sen?x e F(x, a) é chamada de integral eliptica de primeira espécie.

A integral da Eqg. (3.16) pode ser resolvida expandido o denominador em uma série de

poténcias e depois integrando termo a termo. Tem-se que:
(1-xY2=1+%—..

Entao:

*referencia:

(-1<x<1)

I.S. Gradshteyn and .M. Ryzhik, Table of integrals, series, and Products, seventh edition, Academic

Press, London, UK, p. 190, 2007.
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a’sen?¢@
2

(1—a?sen?p) /2=1+ + -

e a integral em (3.16) fica:

fo(p(1+azsezn2(P+...)d(p :\/%t

a? g

o+ ?(Zq) —sen2¢@) + - = ot (3.17)

O periodo do movimento é obtido fazendo-se ¢ = 2m:
2
21 + % [4m — sen(4m)] + - = %T
2n+2ns 4= 0T
L a?

T=2n\g(1+7+---) (3.18)

Na Eg. (3.18) podemos identificar, como demonstrado no Cap. 2, que o termo Zn\/g é

justamente o periodo T,, do péndulo simples para pequenas oscilacdes (reveja a Eq. (2.27)), ou

Ty = 21 \/% (3.19)

seja:

e com esta definicdo a Eq. (3.18) fica:
a2
T =T, (1+T+"') (3.20)

Lembrando que pela Eq. (3.11), a = sen (%) onde a é o limite de oscilacdo de &.

Assim, pela Eq. (3.20) evidenciamos que quando a amplitude de oscilagdo se torna grande o
periodo se torna ligeiramente maior do que para pequenas oscilagdes.
A frequéncia angular w do movimento pode ser obtida pela Eq. (3.18) da seguinte

forma:



21

Usando a expans&o:
A+x)t=1—x+x*—- (-1<x<1)

a frequéncia angular w assume a forma:

W= \/%(1 -4 (3.21)

Na Eqg. (3.21) podemos identificar, como demonstrado no Cap. 2, que o0 termo \/% éa

frequéncia angular w, do péndulo simples para pequenas oscilagdes (reveja a Eq. (2.26)), ou

W = \/% (3.22)

Assim, com esta definicéo, a Eq. (3.21) fica:

w%wo(l—a;),

seja:

evidenciando que para grandes amplitudes a frequéncia angular é ligeiramente menor.

N&o é nosso objetivo nesse trabalho, mas a titulo de conhecimento a Eq. (3.17) pode ser
resolvida aproximadamente para se obter ¢, usando-se o método das aproximacoes
sucessivas, e 0 resultado ser substituido na Eq. (3.12) para se obter 6 por aproximacdes
sucessivas. O resultado até segunda ordem na aproximacao é:

0 = (a + %32) sen(wt) + % sen(3wt) (3.23)

onde:

o= w(1-S+-) (3.24)

onde wy = \/% é a frequéncia angular para pequenas oscilagdes, ou seja, quando é valida a

aproximacdo: senf = 6. Assim, nota-se pela Eqg. (3.24) que para grandes amplitudes a
frequéncia angular € ligeiramente menor e que pela Eq. (3.23) nota-se que 0 movimento em 6
possui um termo de terceiro harménico.

O periodo de oscilacdo T do péndulo simples pode também ser obtido sem realizar uma

expansdo em série de poténcias do denominador da Eqg. (3.16). Na Eq. (3.16) podemaos fazer:
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9 __ 21 (21 do

L 2m 1-a?sen?¢

g 1l p2m do

T=2m [ [ 28
L2mY0 /1-a?sen2¢@

T==J Nerrrri (3.25)

A integral da Eq. (3.25) pode ser resolvida de forma numérica. Para isto, pode-se
construir um programa computacional utilizando alguma linguagem como o Fortran, ou
utilizar algum software matemético como, por exemplo, o Maple ou 0 Mathematica®.

A Tabela 3.1 mostra os resultados obtidos para a razdo do periodo T e o periodo T,
usando-se as equacdes (3.20) e (3.25). Os valores numéricos foram obtidos usando o software
Mathematica WOLFRAM 7.0.

Tabela 3.1 Dados obtidos para o periodo de oscilagdo a partir das Egs. (3.20) e (3.25).

Amplitude de oscilagdo | T /T, (Eq. 3.20) T/T, (Eqg. 3.25)
(angulo 8,)
1° 1.000019 1.000019
5o 1.000475 1.000476
10° 1.001899 1.001907
15° 1.004259 1.004300
20° 1.007538 1.007669
25° 1.011711 1.012030
30° 1.016746 1.017408
35° 1.022605 1.023833
40° 1.029244 1.031340
45° 1.036611 1.039973
50° 1.044651 1.049782
55° 1.053302 1.060829
60° 1.062500 1.073182
65° 1.072172 1.086922
70° 1.082247 1.102144
75° 1.092647 1.118959
80° 1.103293 1.137492
85° 1.114105 1.157894
90° 1.125000 1.180340

s https://www.wolfram.com/mathematica/
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Figura 3.1 mostra graficamente os resultados apresentados na Tabela 3.1 para o
periodo T /T, utilizando a Eq. (3.25), representada pelos simbolos quadrados, e utilizando a
Eq. (3.20) representada pela curva cheia. Verifica-se, confirmando os resultados obtidos pelas
equacOes, que o periodo T é maior que o periodo T,. Nota-se ainda que a medida que a
amplitude de oscilacdo (0 angulo 6,) aumenta, aumenta também a discrepancia entre o
periodo T e o periodo T,, chegando a aproximadamente 18% de diferenca para um angulo de
oscilacdo de 90° usando-se a Eq. (3.25) e uma diferenca de aproximadamente 12% usando-se
a Eq. (3.20). Verifica-se ainda, como era de se esperar, que o valor do periodo encontrado
com a Eq. (3.25) é maior que o periodo obtido pela Eq. (3.20), com a discrepancia entre 0s

dois resultados aumentando a medida que se aumenta a amplitude de oscilacéo.

1.20 ———r———————1————T————T——————T————————————1—T 1.20

1.18 0 Integral O [1.18
1.16 4 Expanséao O - 1.16

.14 O L
[ RP
Lo
L1.os

- 1.06

Periodo (T/T )

—1.04

—1.02

—1.00

0 FRNE. S PRSI LT S N CRE O . S PR RS S TR T O SR ST SR TN .S A L7 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90
Amplitude (graus)

Figura 3.1 Gréafico mostrando o periodo T /T, utilizando a Eq. (3.25), representada pelos simbolos quadrados, e

utilizando Eqg. (3.20) representada pela curva cheia.
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Capitulo 4

MEDIDAS EXPERIMENTAIS

Tratamos neste Capitulo com medidas experimentais. Foi utilizado um péndulo
montado com canos de PVC, como ilustrado pela Fig. 4.1, com um transferidor acoplado para
medir o &ngulo em que o péndulo é solto. O comprimento do péndulo utilizado foi de 50 cm,
e para a marcagédo do tempo foi utilizado o cron6metro de um celular. Para cada angulo fixo
foi marcado o tempo At gasto pelo péndulo para executar dez oscilacbes completas (N =
10). O periodo T sera entdo: T = At/N. A Tabela 4.1 mostra os resultados experimentais
obtidos. A primeira coluna da Tabela 4.1 refere-se ao angulo inicial em que o péndulo foi
solto, a segunda coluna o tempo gasto para o péndulo executar 10 oscilacbes completas e a
terceira coluna o periodo referente a estas 10 oscilagcbes. As medidas de tempo estdo em
segundos e as medidas de angulo em graus. A partir de 5° o angulo foi variado de 5° em 5° até
o limite de 90°. Verifica-se pela Tabela 4.1 que na medida em que se aumenta o angulo de

oscilacdo 8, aumenta-se também o periodo T medido.

Figura 4.1 Aparato construido para medir o periodo de um péndulo simples.
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Podemos apontar como erros nas medidas experimentais: a) erro na medida do
comprimento do fio (& 0,1 cm); b) erro na medida do angulo de oscilagdo (+ 1°); c) erro na
medida do tempo para 10 oscilagdes (+ 0,1 s); d) erro em disparar o crondmetro no instante
exato em que o péndulo é solto e de travar o crondmetro quando o péndulo chega a amplitude
méaxima em 10 oscilagbes (+ 0,5 s); e) deslocamentos de ar (vento) ocorridos durante as

medidas; f) resisténcia do ar.

Tabela 4.1 Medidas experimentais para o péndulo simples.

6, (em graus) At (s) T = At/N (s)
1° 14,267 1,4267
5° 14,271 1,4271
10° 14,275 1,4275
15° 14,304 1,4304
20° 14,303 1,4303
25° 14,341 1,4341
30° 14,566 1,4566
35° 14,612 1,4612
40° 14,650 1,4650
45° 14,771 1,4771
50° 14,835 1,4835
55° 15,052 1,5052
60° 15,122 1,5122
65° 15,244 1,5244
70° 15,261 1,5261
75° 15,300 1,5300
80° 15,515 1,5515
85° 15,584 1,5584
90° 15,621 1,5621

Ressaltamos aqui que a intencdo inicial nesta pesquisa era de realizar as medidas
experimentais do periodo do péndulo simples no Laboratério de Fisica da PUC Goiéas
utilizando sensores de alta resolugéo para obter os resultados experimentais desta pesquisa.

No entanto, devido a pandemia gerada pelo Covid 19, chegamos ao bom senso que as
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medidas seriam realizadas em ambiente domiciliar com um péndulo construido pelo proprio
académico.

A Tabela 4.2 mostra uma comparacdo dos resultados experimentais obtidos para o
periodo T do péndulo com as expressdes tedricas obtidas no capitulo anterior. A primeira
coluna da Tabela 4.2 refere-se ao angulo inicial em que o péndulo foi solto, a segunda coluna
0 periodo experimental obtido, a terceira coluna foi obtida teoricamente utilizando a expansao
dada pela Eq. (3.20) e a quarta coluna séo valores tedricos obtidos utilizando a expressdo dada
pela Eq. (3.25), a qual é mais exata que a Eqg. (3.20). Nas expressdes (3.20) e (3.25) foi
utilizado para a gravidade o valor g = 9,78 m/s* e para o comprimento do péndulo L = 0,5 m,
com os valores dos &ngulos mostrados na primeira coluna da Tabela 4.2. O valor teérico do
periodo T,, 0 qual foi determinado com a aproximacdo de sené = 6, pode ser obtido pela Eq.
(2.27). Utilizando estes valores de g e L, foi encontrado que T, = 1,42068 s. Nota-se da

Tabela 4.2 que de forma geral:

T(Eq. 3.25) > T(Eq. 3.20) > T(Eq. 3.25) > T(experimental)-

Tabela 4.2 Comparagado dos resultados obtidos de forma experimental com os tedricos.

6, (em graus) T (s) T (s) T (s)
(experimental) (expansdo, Eq. 3.20) (integral, Eq. 3.25)
1° 1,4267 1,4207 1,4207
5° 1,4271 1,4214 1,4214
10° 1,4275 1,4234 1,4234
15° 1,4304 1,4267 1,4268
20° 1,4303 1,4314 1,4316
25° 1,4341 1,4373 1,4378
30° 1,4566 1,4445 1,4454
35° 1,4612 1,4528 1,4545
40° 1,4650 1,4622 1,4652
45° 1,4771 1,4727 1,4775
50° 1,4835 1,4841 1,4914
55° 1,5052 1,4964 1,5071
60° 1,5122 1,5095 1,5246
65° 1,5244 1,5232 1,5442
70° 1,5261 1,5375 1,5658
75° 1,5300 1,5523 1,5897
80° 1,5515 1,5674 1,6160
85° 1,5584 1,5828 1,6450
90° 1,5621 1,5983 1,6769
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Para uma melhor visualizacdo dos valores apresentados na Tabela 4.2, estes sdo
apresentados graficamente na Fig. 4.2. As curvas em azul e vermelho foram obtidas
teoricamente utilizando as equacdes (3.25) e (3.26), respectivamente, enquanto que 0s
circulos representam os resultados experimentais. Nota-se que para angulos menores que 55°

existe uma boa concordancia entre os resultados experimentais e teoricos.

1.68
166 - Integral: Eq. (3.25)
Expanséo: Eq. (3.20)

1,64 -
162
1.60
1.58 -
1.56
1.54 -
152
1.50 -
1.48
1.46
1.44 -
1.42

O Experimental

Periodo (s)

l.l.l.l.l.l.l.p.l.l.l.l.l.l_

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Angulo (em graus)

©
o

Figura 4.2 Comparacdo entre resultados experimentais e tedricos, sendo utilizado g = 9,78 m/s’e L =0,5m.
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Capitulo 5

CONCLUSAO

Sabe-se que movimentos periddicos e oscilatorios sdo de grande interesse devido as
suas diversas aplicacfes tanto no campo da Fisica quanto nas engenharias aplicadas. Um
estudo aprofundado sobre a fisica envolvida nestes movimentos periddicos é de extrema
importancia para uma descricdo do fenbmeno em si e para a determinacéo das leis que regem
0 seu movimento. O conhecimento destas leis traz uma melhor clareza sobre o fendmeno em
questdo dando suporte para possiveis aplicacdes.

Aqui neste trabalho foi feito um estudo especifico sobre 0 movimento de um péndulo
simples considerando ndo apenas pequenas oscilacdes como é de costume nas disciplinas
introdutorias sobre o assunto, mas também considerando o efeito de grandes amplitudes de
oscilacdo. Para isto foi obtida uma solucdo mais geral para o problema sem considerar as
aproximagcoes rotineiramente utilizadas para pequenas oscilacfes. Assim, foram obtidas neste
trabalho as equacges diferenciais de movimento que caracterizam e determinam o movimento
de um péndulo simples considerando desde pequenas até grandes amplitudes de oscilagéo.
Estas equaces diferenciais foram solucionadas por meio de técnicas de solucdo de equacgdes
diferenciais usando-se métodos de expansdo de fungdes. Foi possivel verificar, tanto
experimentalmente quanto teoricamente, que para 0 movimento oscilatério do péndulo
simples, o seu periodo de oscilagdo aumenta e a sua frequéncia angular diminui com o
aumento da amplitude de oscilagdo. Foi também determinada a faixa de validade da
aproximacao para pequenas amplitudes de movimento. Verificou-se que os resultados tedricos
e experimentais apresentam uma boa concordancia para angulos menores que 55°.

Em prosseguimento a esta pesquisa serdo realizadas medidas experimentais do periodo
do péndulo simples no Laboratério de Fisica da PUC Goias utilizando sensores de alta

resolucéo para que sejam obtidos melhores resultados.
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