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“Nao tentes ser bem sucedido, tenta antes ser um

homem de valor.”

Albert Einstein (1879-1955)



RESUMO

A maioria dos livros introdutdrios sobre Teoria Cinética (ou Fisica Estatistica), inicia
falando sobre o movimento browniano ou a difusao, e assim o faz porque € um dos
mecanismos basicos sobre transporte de matéria e esta presente na maioria dos
fendmenos ligados a sistemas fisicos, quimicos e biolégicos. Entretanto, quase um
século apo6s os trabalhos de Einstein, Smoluchowski, Langevin, Fokker e Planck,
algumas questdes ainda estdo pendentes, particularmente aquelas relacionadas a
difusdo anémala estuda atualmente. A ideia central desse TCC & chamar a atencao
para o fendbmeno do movimento browniano de Einstein, através de um contexto
histérico, demonstragao do seu estudo e sua importancia em diversas aplicagoes. Em
seguida, usamos um programa implementado em MatLab para ilustrar o movimento
browniano de uma particula imersa em agua em trés dimensdes usando um gerador

de numeros aleatorios de distribuicdo normal.

Palavra-chave: Movimento browniano, Einstein, Teoria cinética.



ABSTRACT

Most of the introductory books on Kinetic Theory (or Statistical Physics), start talking
about Brownian motion or diffusion, and he does so because it is one of the basic
mechanisms about matter transport and is present in most systems-related
phenomena physical, chemical and biological. However, almost a century after the
works of Einstein, Smoluchowski, Langevin, Fokker and Planck, some questions are
still pending, particularly those related to anomalous diffusion being studied today. The
central idea of this CBT is to call attention to the phenomenon of Einstein's Brownian
movement, through a historical context, demonstration of his study and its importance
in several applications. Next, we used a program implemented in MatLab to illustrate
the Brownian motion of a particle immersed in water in three dimensions using a

random number generator of normal distribution.

Keyword: Brownian movement, Einstein, Kinetic theory.
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1 INTRODUCAO

O “movimento browniano” & assim chamado por causa do boténico inglés
Robert Brown; este descobrira, em 1827, que os graos de polen suspensos em agua
se movimentam continuamente de modo “cadtico”, quando observados ao
microscopio. Inicialmente esse movimento foi considerado como forma de vida, mas
logo verificou-se que pequenas particulas inorganicas apresentavam o mesmo
comportamento. Nao houve explicacdo quantitativa desse fenbmeno até o
desenvolvimento da Teoria Cinética. Apenas em 1905, é que Albert Einstein
desenvolveu a teoria cinética do movimento browniano que foi publicada na mesma
edicdo no “Annalen der Physik” que continha o artigo famoso sobre a teoria da
relatividade e também o seu trabalho sobre o efeito fotoelétrico que Ihe valeu o prémio
Nobel em 1921. Desde entdo, a analise do movimento browniano tem chamado a
atencao da comunidade académica por sua multidisciplinares que abrange as areas
de Fisica, Engenharia, Biologia, Matematica e Ciéncias Econémicas (PETER, PERES,
2008).

O interesse crescente pelo estudo do movimento browniano é grande parte pela
sua aplicabilidade e simplicidade. Atualmente ele permanece na fronteira da pesquisa
com um exemplo importante de processo estocastico, e constitui uma ferramenta
fundamental para o estudo de sistemas fisicos de nao equilibrio. Tais sistemas sao
encontrados em diferentes areas da fisica, desde o nivel microscopico, como
verificado na difusdo de particulas num solvente, até escalas da ordem astronémica,
tal como observado em sistemas estrelares. Um exemplo de interesse desse ultimo
tipo é representado por um buraco negro no centro de um sistema estrelar denso.
Teoricamente, quando sua massa € muito grande, o buraco negro pode adquirir
movimento semelhante ao de uma particula em suspensao num liquido ou num gas
(ARTIGO, 13). Em cosmologia, movimentos brownianos com barreiras fixas ou moveis
sao também bastante empregados para estudar os processos de formacao da
estrutura de larga escala, tais como galaxias, aglomerados de galaxias e vazios

(ARTIGO, 14). Mais recentemente, outros tipos de contribui¢des formal obtidas na
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investigacdo de sistemas de memoria, objetivando estabelecer relacdes entre os
regimes de difusao anémala e normal (ARTIGO, 14).

Na matematica o movimento browniano € um dos mais simples de tempo
continuo, e se caracteriza por ser um processo que limita a simplicidade (o passeio
aleatorio) e a complexidade dos processos estocasticos (o Teorema de Donsker) e a
sua universalidade esta relacionada como a universidade da distribuicdo normal
(CALEFFI et al.,, 2016). Na economia, podemos citar o estudo das flutuagdes do
mercado de acgdes frequentemente citados, Bernoit Mudelbrot tenha rejeitado sua
aplicabilidade ao movimento de precos de agdes, em parte, por ser descolamentos
continuos (CALEFFI et al., 2016). Na biofisica, o problema da “saida estreita”, onde a
particula browniana (ion, molécula ou proteina), esta confinada num dominio fechado
(ou dentro de uma célula) por uma membrana refletiva (membrana plasmatica), exceto
por uma pequena janela pela qual pode sair. O problema resume-se em calcular o
tempo médio de escape. Sendo que este tempo € influenciado pelo tamanho da janela
e velocidade das particulas (CALEFFI et al., 2016). No estudo hidrodinamico de
sistemas gasosos na Engenharia, ocorre a presenca de movimento browniano de
particulas de um fluido puro. Quando se adiciona qualquer impureza esta pode
apresentar movimento browniano com suas particulas e com as do fluido,
representando assim um complexo estudo probabilistico (CALEFFI et al., 2016).

Ha varias abordagens para descrever o movimento browniano. Do ponto vista
tedrico sdo quatro abordagens basicas de particulas brownianas: o tratamento difusivo
de Einstein, o procedimento estocastico ou de forca flutuante proposto por Paul
Langevin, a abordagem via equagdo de Fokker-Planck, e finamente, as caminhadas
aleatorias de Mark Kac. Na abordagem da difusdo proposto por Einstein, o
comportamento irregular das particulas em suspensao surge devido aos movimentos
moleculares térmicos, onde cada particula executa esse movimento
independentemente. Essa hipotese é valida somente se os intervalos de tempo
considerados nao sao demasiadamente pequenos, mas pequeno se comparado com
o tempo de observacao macroscopica, porém suficientemente longo, para que os
movimentos executados por diferentes particulas neste intervalo de tempo possam ser

considerados eventos independentes. Essa teoria é construida a partir de uma
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hidrodinamica de fluidos com conceitos probabilisticos permitem obter a flutuagao
quadratica associada com um processo dissipativo (descrito pelo coeficiente de
viscosidade). Essas flutuagdes permitiram que Jean Perrin obter experimentalmente o
numero de Avogadro com grande precisdo. Tais resultados também contribuiram
significativamente para que a hipdétese atdmico-molecular tivesse aceitacdo geral
como uma descric¢ao realista da matéria.

Na abordagem estocastica, a dindmicas das particulas brownianas é construida
a partir de equacdes diferenciais do tipo Langevin, proposto por Paul Langevin e
posteriormente seguido por Fiather, Ornstein e outros mais, que iniciaram estudos
sobre a generalizagdo dos resultados. Suas equagbes se baseiam da mecanica
newtoniana, na auséncia de forcas conservativas, incluindo efeitos estocasticos nas
colisdes entre particulas ou forgas flutuantes. A determinagao da posigao, velocidade
e outras propriedades sao determinadas de médias estatisticas sobre o estado
microscopico considerado como uma variavel aleatéria. No regime de tempos longos
a abordagem de Langevin € equivalente a descrigao de Einstein. Neste limite também
pode ser mostrado que a distribuigcdo de probabilidade relativa a variavel velocidade
obedece a uma distribuicao de velocidades de Maxwell. No caso de uma distribuicao
qualquer generalizada que evolui com o tempo é necessario uma abordagem mais
completa do movimento das particulas. Tal abordagem é conhecida como equagao de
Fokker-Planck, um tipo de equagao mestra, frequentemente usado como uma boa
aproximacgao para descrever processos markovianos mais gerais.

Uma outra abordagem bastante universal, que permite descrever a difusao de
particulas brownianas em um fluido é a caminhada aleatoria. A solugao para o
problema da caminhada aleatéria, na sua forma mais geral, é facilmente entendida
considerando-se a versao mais simples do problema em uma dimensao, tal como foi
originalmente investigado por M. Kac. Suponha que um caminhante aleatoério partindo
da origem e se deslocando em linha reta, realiza n1 passos de comprimento fixo / para
a direita com probabilidade p e n, passos para a esquerda com probabilidade g = 1 -
p, de modo que p + g = 1. Além do mais, estamos considerando que 0s passos sao
eventos mutuamente independentes. O problema ¢€é determinar qual a

probabilidade Py(m) de encontrar o caminhante na posicao x = ml, onde -N <m <N,
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depois de ter dado N passos. Nesta abordagem € possivel obter a distribuicido de
probabilidade, que escrita na forma de equacao diferencial envolvendo variaveis
continuas € possivel obter uma conexao com o fenébmeno de difusdo representando
um exemplo tipico de um processo markoviano. Estacdes estocastica dessa natureza,
nas quais os detalhes da dindmica de um sistema fisico sdo substituidos por leis
probabilisticas, desempenham um papel extremamente importante no estudo de
sistemas fora do equilibrio.

Quando se estuda o movimento browniano em geral, todas as abordagens
apresentam suas vantagens e desvantagens. E dependendo de determinadas
condi¢cbes fornecem os mesmos resultados. Neste sentido, € que preferimos usar
abordagem do caminho aleatério em sua simplicidade neste TCC.

No capitulo 2, falaremos um pouco sobre o ano miraculoso de Einstein e
discutiremos a sua contribuicao para o estudo do movimento browniano. Além disso
falaremos um pouco sobre as contribuicdes de Einstein neste ano. No capitulo 3,
faremos uma revisao bibliografica sobre o estudo sobre 0 movimento browniano e suas
aplicagdes. Discutiremos as diferentes abordagens atuais e suas limitagdes no
contexto das pesquisas atuais e a realizacao de experimentos de baixo custo.

No Capitulo 4, implementamos o modelo do caminho aleatério no software
MaTLab para visualizagdo e determinagao do coeficiente de difusdo de uma particula
em agua em trés dimensodes (3D) usando geradores de numeros aleatorios.

No Capitulo 5, faremos a conclusdes finais.
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2 ALBERT EINSTEIN E O ANO MILAGROSO

2.1 O ano miraculoso de Einstein

Figura 2 - Retrato oficial de Einstein em 1921 depois de ter recebido o

Prémio Nobel de Fisica.

Fonte: foto retirada da internet’

O ano de 1905, foi um ano marcante para Einstein, em seis meses ele escreveu
cinco artigos que influenciaram e mudaram profundamente o curo da ciéncia do século
XX. Esses artigos, sem duvida, tornam os seis meses que vao de 17 de Margo a 27 de
Setembro nos mais produtivos que algum cientista ja teve. Einstein tinha uma intuicao
fisica muito poderosa e precisa, por esse motivo ele conseguia observar coisas do
cotidiano dando uma importancia e significado que outros ndo podiam visualizar.
Desde imagens de caracteristicas proprias, como um objeto em queda livre para a
terra ou uma matéria césmica correndo ao lado de um feixe de luz, no caso do ultimo

exemplo era impensavel por uma pessoa comum.

!Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Albert_Einstein> . Acessado em: 13 de set. 2020
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Einstein exercia uma pré-ciéncia que desafiava a descricao, como exemplo, ele
conseguiu prever a energia nuclear 34 anos antes da descoberta que tornou possivel.
Ele antecipou o desvio gravitacional para o vermelho pelo menos 44 anos antes de
este ser confirmado, imaginou a emissdo estimulada 37 anos antes da luz ser
amplificado por meio da emissao estimulada no laser, previu o condensado de Bose-
Einstein 70 anos antes da descoberta. Descreveu estados quanticos 30 anos antes de
estes se tornarem objeto de estudo de varios fisicos. Einstein estava sempre a frente

a sua década, embora suas ideias fossem de vagarosa aceitacao.

No século xx presenciamos duas grandes revolugdes na fisica que mudou a
forma de interpretar os fendbmenos fisicos, a primeira delas foi a concepgao de espaco
e de tempo, um espago-tempo que se mostra curvo com um grau de sutileza. A
segunda dessas revolugdes € a natureza da matéria e da radiacdao, mostrando uma
nova realidade onde as particulas comportam-se como ondas e particulas um conceito
estava sendo criado sobre a dualidade da luz. Novos termos entrariam e uso como
relatividade para definir a primeira revolugao e teoria quantica para explicar a segunda

revolugao.

Um numero grande de cérebros de primeira categoria fazia parte populagao de
cientistas do século xx, que contribuiu para o crescimento exponencial das ciéncias.
Muitos desse cientistas ocupam um lugar honroso na histéria cientifica. Porém,
nenhuma dessas brilhantes mentes conseguiram chegar perto da quantidade e
principalmente da qualidade do trabalho que Einstein produziu em Margo, Abril, Maio,
Junho e Setembro de 1905. Einstein escreveu nesse ano 21 sinteses e cinco artigos,

mas ele nao teve nenhum outro ano tao produtivo como esse.

E de grande importancia destacar, entre os varios artigos escrito no presente
ano miraculoso, o estudo que originou sua dissertacao de doutoramento sobre a
determinagao das dimensdes moleculares e com analise da natureza do movimento
browniano. “De fato, seu trabalho sobre 0 movimento browniano estabeleceu as bases
de uma parte importante do conhecimento estatistico, que teve implicagées enormes
em muitas outras areas.” (STACHEL; JOHN, 2001, pag. 8).
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Nas proximas secdes serao relatados o conteudo de cada artigo, que fizeram
desse ano, o ano milagroso de Einstein, em poucos meses ele produziu trabalhos
notaveis que expressarao a determinagao das dimensdes moleculares, o texto sobre
o0 movimento de pequenas particulas em suspensao dentro de liquidos em repouso, 0
artigo sobre a eletrodinédmica dos corpos em movimento, a composi¢ao sobre a inércia
de um corpo deixando a pergunta da dependéncia de seu conteudo de energia, e a
ultima obra sobre um ponto de vista heuristico a respeito da produgéao e transformagao
da luz. Em poucos meses Einstein conseguiu produzir artigos que mudaram a face da

fisica, sera detalhado a seguir esses meses brilhantes.

2.1.1 O artigo revolucionario do quantum
Figura 3 - Albert Einstein e Robert Millikan em 26 de Fevereiro de 1931, quando
Einstein visitava o Institute of Technology na California, foi Millikan, de uma forma

bela, confirmou uma consequéncia do artigo de Margo de Einstein.

i

Fonte: imagem retirada da internet?

No artigo de Margo de 1905 foi conhecido como a obra revolucionaria do

quantum, Einstein desafiou os conservadores da fisica. Todos os fisicos nessa época

’Disponivel em: <https://calisphere.org/item/54af34b02fce7a97f88c7b257cab3cb0/> . Acessado em 13 de set.
2020



23

tinham um conceito formado sobre a natureza da luz, era chamada onda
eletromagnética ou radiagao eletromagnética. Em 1905, a natureza ondulatéria da luz

era um fato estabelecido e incontestavel.

De acordo com esse conceito aceito pelos fisicos da época, Einstein sugeriu
que a luz ndo era uma onda continua, mas compreendia em particulas posicionadas.

Escrevendo assim na introdugao do seu artigo de Marco:

Segundo a hipétese aqui contemplada, quando um raio de luz se
esta a espalhar a partir de um ponto, a energia nao € distribuida
continuamente por espagos cada vez maiores, mas consiste num
numero finito de quanta de energia que estao localizados em
pontos no espaco, movem-se sem se dividir e s6 podem ser
gerados ou absorvidos como um todo. (RIGDEN; John S, 2007,
pag. 33).

Muitos chamaram de a frase mais revolucionaria escrita por um fisico no século
xX. Antes deste artigo aparecer impresso no més de maio, Einstein ja falava ao seu
amigo Conrad Habicht que haveria outro artigo muito revolucionario que falava sobre

as propriedades da luz.

O artigo de Marco de 1905 demostra a maneira como o cérebro de Einstein
trabalhava. Ele deu inicio ao artigo mantendo a sua caracteristica, com a seguinte frase:
“existe uma profunda diferenca formal entre os conceitos tedricos que os fisicos
formaram sobre os gases e outros corpos ponderaveis, e a teoria de Maxwell dos
processos eletromagnéticos no chamado espaco vazio”. (RIGDEN; John S, 2007, pag.
39).

Neste artigo Einstein s6 apresentava um método de encontrar solugdes, nao
havia provas de que a luz era composta de particulas ou quanta, Einstein explicava a
sua ideia de particula como uma forma provisoéria de pensar a luz, Einstein tinha um
grande poder de intuigdo. Para chegar a questao, ele imaginou um recipiente com uma
cavidade interior rodeada por paredes refletoras. Na cavidade apresentam moléculas

de gas e elétrons, colidindo uns com os outros, com as paredes da cavidade, e com
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os elétrons oscilantes. No mesmo momento, a luz esta a ser emitida e absorvida pelos
elétrons oscilantes ressaltando a cavidade e todo o seu conteudo estao a temperatura
T. Supondo que todo esse sistema, radiacdo e os elétrons oscilantes, estdo em
equilibrio dindmico de maneira que, os atomos gasoso, a radiacdo, e os elétrons

oscilantes possui a mesma energia meédia.

Para Einstein, estavam em conflito a continuidade da luz, e a descontinuidade
dos elétrons e atomos. A sua abordagem neste artigo permitia alternar entre definicao
de atomos e radiagdo. Com a radiagao Einstein comegou com objetivo de investigar
como a entropia, explicada na segunda lei da termodinamica, de uma amostra de
radiacdo depende do seu volume. Einstein “descobriu que que para ambas as
amostras, de radiacdo continua e de gas discreto, a dependéncia da entropia em

relacao ao volume era formalmente idéntica.” (RIGDEN; John S, 2007, pag. 42).

O resultado revolucionario de Einstein teve a assinatura das ideias
probabilisticas provenientes do trabalho do fisico austriaco Ludwig Boltzmann. A nogao

de ordem-desordem associada a entropia.

Einstein era um grande admirador do trabalho de Boltzmann, que acreditava
nos atomos muito antes de varios dos seus contemporaneos, enunciou a entropia
explicitamente em temos de ordem-desordem, ou seja, em termos de probabilidades.
O principio de Boltzmann era novo, mas era conhecivel e estava acessivel a Einstein,

e daqui em diante Einstein foi conduzido pela sua propria intuicao.

Em primeiro lugar Einstein pressupds aplicar a uma amostra de radiagao a
mesma abordagem que utilizara para o gas. Em segundo, ele pressupds que as
entropias, também dependeriam dos volumes conforme determinado pela abordagem
probabilisticas de Boltzmann. Das aplicagdes que Einstein faz sobre a sua teoria
corpuscular da luz, o efeito fotoelétrico é o que mais identifica com o artigo de Margo.

“A teoria corpuscular da luz de Einstein aplicada ao efeito fotoelétrico foi
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magnificamente bem sucedida e invulgarmente simples.” (RIGDEN; John S, 2007,

pag.45).

Quando Einstein terminou a parte formal do seu artigo concluindo que a luz se
comporta como se compreendesse de quanta, ele nao conseguiu alcancar o seu
objetivo, porém, a sua visao corpuscular da luz ao efeito fotoelétrico ganhou uma

vantagem como um fato novo na ciéncia.

2.1.2 Dimensoes moleculares

Figura 4 - Albert Einstein em 1929, ano em que recebeu a Medalha Planck.

Fonte: imagem retirada da internet.?

O artigo do més de Abril tratava sobre dimensbdes moleculares, foi a sua tese
de doutoramento, esse célebre trabalho € sempre incluido no rol dos grandes artigos
que escreveu no ano prodigioso. Einstein concluiu a sua tese a 30 de Abril, mas

somente trés meses depois a submeteu a Universidade de Zurique. Essa demora

3Disponivel em: <https://epocanegocios.globo.com/Mundo/noticia/2017/08/cartas-de-einstein-sobre-
nazismo-e-grande-depressao-serao-leiloadas-nos-eua.html> acessado em 13/09/2020
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ocorreu porque ele considerava o seu trabalho como um outro artigo qualquer,

querendo desistir do seu titulo de doutor como ja havia feito anos antes.

Nessa época alguns numeros de cientistas ndo aceitavam o conceito de atomo,
havia poucas provas que 0s céticos encarassem como substitutos aceitaveis para a
observacao direta dos atomos. A posigao dos antiatomistas era a de que a ciéncia
devia basear-se somente em fatos, e falavam que as hipdteses corrompiam as
ciéncias. Por outro lado, Einstein ndo podia ver os atomos, mas acreditava neles. Por
muito tempo Einstein pensara sobre atomos, e em como comprovar a sua existéncia

de maneira convincente.

“O assunto da tese de doutoramento de Einstein confirmava a sua crenga na
teoria atdmica.” (RIDGEN; John S, 2007, pag.59). Quando Einstein falou no seu artigo
de Marc¢o sobre a natureza corpuscular da luz ja causou um certo isolamento por parte
do meio cientifico nao foi diferente quando comegou a falar de atomos no seu artigo
de Abril.

O artigo de Abril de 1905, Einstein falou sobre a determinacdao dos tamanhos
reais das moléculas que foram possiveis pela teoria cinética dos gases, as palavras-
chave para o estudo de Einstein eram viscosidade e difusdo. Primeiramente Einstein
considerou a viscosidade, ele imaginava que moléculas de acgucar nao deslizavam
livremente na dgua isso porque sua viscosidade dificultava o seu movimento, ao seguir
a viscosidade Einstein considerou a difusdo. E através de uma condi¢ao de equilibrio,
quando uma concentracdo de agucar interage com o liquido, Einstein conseguiu
determinar o coeficiente de difusdo para moléculas de agucar na agua. A expressao
de Einstein para o coeficiente de difusao apresentava novamente duas incognitas: o

numero de Avogadro e o raio das moléculas de acucar dissolvidas.

Em 1905 o numero de Avogadro nao era preciso, mas todos as metodologias
utilizadas para determina-lo giravam em torno de 1023, por esse motivo o valor tedrico
de Einstein ja estava bastante razoavel, bem como a sua solugédo para o tamanho de

moléculas de agucar, no dia 30 de Abril de 1905, Einstein tinha todos a razado para
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estar confiante nos seus resultados obtidos. A tese de Einstein foi aceita no Verao de

1905, mudando seus status de senhor para doutor Einstein.

Em 1909, Jean Perrin, um fisico francés, trabalhava nas implicagées do artigo
de Maio sobre o movimento browniano e encontrou juntamente com um estudante por
nome de Jacques Bancelin depois de um experimento, uma discrepancia nos
resultados de Einstein. Perrin comunicou a Einstein que revisou seus calculos e no
final, a teoria apresentada na tese e os melhores dados experimentais disponiveis
estavam em concordancia Harmoniosa, e com isso finalmente a tese era um caso

arranjado.

A tese de Einstein ajudou a determinar as dimensdes moleculares num liquido,
trazendo provas adicionais, desta vez provas de liquido, colaborando com a teoria
atdbmica. “O artigo de Maio sobre o movimento browniano descende diretamente da
sua tese e, como veremos, quando se consideram os artigos de Abril e Maio em

conjunto, a defesa do atomo torna-se convincente.” (RIGDEN, John S, 2007, pag.64).

2.1.3 Idealizando atomos

O artigo do més de Maio é o trabalho de Einstein de grande importancia para o
nosso trabalho. Ele comega o seu artigo citando a importancia da teoria cinético-
molecular do calor, como base tedrica deste artigo. Einstein tinha a grande capacidade

de mentalizar suas teorias como fossem experimentos concretos.

“Via um caldeirdao borbulhando de moléculas a
moverem-se rapidamente em todas as direcdes,
chocando umas com as outras e colidindo com as
paredes do recipiente. Mais importante ainda, as
particulas de pélen, observaveis ao microscopio,
estavam suspensas no liquido, e as moléculas liquidas
invisiveis bombardeavam impiedosamente as

particulas intrusas de pdlen pondo-as em movimento
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por caminhos aleatorios e ziguezagueantes chamados
movimento  browniano. Era uma imagem

empolgante.” (RIGDEN, John S, 2007, pag.69).

Figura 5 - Albert Einstein em 1932, o0 ano em que foi nomeado professor no

Institute for Advanced Study em Princeton, Nova Jérsia.

Fonte: imagem retirada da

internet*

No segundo paragrafo desse artigo Einstein questionou a termodinamica
classica para espaco observaveis ao microscopio. No artigo de Marco Einstein tinha
abordado a continuidade, no artigo de Maio sdo os atomos e a termodinédmica. Se o
movimento browniano for observado como Einstein passou a escrever no més de Maio
entdo a validade da termodinamica estava limitada. As trés leis da termodinamica

estavam solidamente apoiadas pela experimentagao, limitar a validade absoluta da

“Disponivel em: <https://acervo.estadao.com.br/noticias/acervo,albert-einstein-uma-voz-contra-o-
nazismo,11513,0.htm> acessado em: 13/09/2020
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teoria termodinamica uma vez estabelecida tinha grandes implicagdes. De outro modo
se o movimento browniano nao fosse observado, entao a existéncia dos atomos ficaria
em interrogagdo. Dessa maneira as consequéncias desse artigo de Maio eram de uma

enorme importancia para a fisica.

O artigo de Maio, Einstein demostra o seu isolamento da comunidade cientifica
em atividade. Neste trabalho Einstein cita apenas uma referéncia, ele dizia conhecer a
existéncia do movimento browniano, mas confessou ter pouca informacao sobre ele.
Este artigo era sobre o movimento de pequenas particulas suspensas em liquidos
imoveis, que afirmava Einstein, poderia ser o movimento browniano, sé mais tarde esse

artigo viria a ser chamado o artigo do movimento browniano.

Como foi falado por Robert Brow no seu primeiro trabalho em seu trabalho
sobre 0 movimento browniano, se 0 movimento nao era de origem bioldgica, como ele
ja havia comprovado, entdo as causas eram claramente fisicas e era preciso encontrar
uma explicacao fisica. Desta forma Einstein viu neste movimento peculiar das
particulas minusculas uma forma de convencer os cientistas que ainda rejeitavam a
ideia da existéncia atbmica. Mas a sua abordagem deste fenbmeno era também uma
extensao légica, tanto do seu artigo de Abril como do seu trabalho prévio sobre

flutuacdes estatisticas.

De acordo a teoria atbmica, os atomos num gas ou liquido apresentam
movimentos aleatorios continuo (nos solidos, os atomos localizam-se em propriedades
particulares e os seus movimentos estao limitados a regiao imediatamente envolvente
dessas zonas particulares). Essas propriedades observadas de um gas ou de um
liquido resultam no produto da aleatoriedade invisivel no comportamento médio dos
seus atomos constituintes. Num sistema aleatério podem ocorrer flutuagdes durante
as quais os elementos aleatérios podem ocorrer flutuagdes durante as quais os
elementos aleatorios podem ocorrer flutuagdes durante as quais os elementos
aleatdrios que constituem o sistema mais amplo se afastam do seu comportamento
médio. Como por exemplo, a atmosfera tem um comportamento médio, observam-se

padrdes meteorolégicos médios. Quando ocorre um longo periodo de condicdes
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climatéricas pouco habituais, uma série de dias com temperaturas muito acima ou

abaixo da média, isto deve-se a uma flutuagao.

Einstein entao relacionou aleatoriedade com a teoria atbmica da matéria, as
flutuagcdes como uma parte intrinseca do atomismo. As propriedades macroscopicas
basicas de um gas sao a temperatura, a pressao e o volume, sao propriedades que
definem o comportamento de um gas. Uma propriedade que define a esséncia de um
gas é sua temperatura que € determinada pela velocidade média das moléculas que
constituem o gas. Outra propriedade importante que define um gas é sua pressao, que
determina as colisbes das moléculas contra as paredes do recipiente. Se ocorrer
flutuagdes fazendo com que os atomos desviem do seu comportamento normal, e
sendo as flutuagdes grandes, entao isso levanta indagacdes relativas a estabilidade
das propriedades medidas, levantando duvidas sobre a termodinamica classica. “As
leis da termodindmica sao geralmente verdadeiras ou, como argumentou Ludwig
Boltzmann, sao verdadeiras apenas em sentido estatistico? Era esta questdao que

Einstein se referia no inicio do artigo”. (RIGDEN, John S, 2007, pag.73).

Ludwig Boltzmann e J. Willard Gibbs, principais autoridades em estatistica fisica,
examinaram em seus trabalhos que as flutuagcdes estatisticas ndao poderiam ser
observadas. Einstein nao aceitou esta conclusao e buscou as ferramentas fisicas para
demostrar e observar as flutuagbes estatisticas, ele acreditava que o movimento
aleatério das minusculas particulas suspensas num liquido era o resultado das

flutuacdes estatisticas nos movimentos das moléculas do liquido.

“ O <<movimento browniano>> era o meio fisico que Einstein
procurava; mais ainda, era um meio para responder ndo a uma,
mas a trés questdes basicas da fisica. Atomos, sim ou nio?
Flutuacdes estatisticas, sim ou nao? As leis da termodinamica:
sao absolutas ou estatisticas? As respostas a estas trés questdes
eram condicionadas pelos quatro <<ses>>: se Einstein pudesse
desenvolver com sucesso uma teoria para descrever o
movimento das particulas suspensas num liquido, se essa teoria

se baseasse nas flutuagdes estatisticas do movimentos aleatérios
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das moléculas liquidas, se a teoria fosse verificavel
experimentalmente, e, finalmente, se o0s resultados
experimentais estivessem da acordo com a teoria de Einstein,
entdo as trés respostas seriam: Atomos? Sim. Flutuacdes
estatisticas? Sim. E as leis da termodinamica? Estatisticas.”
(RIGDEN, John S, 2007, pag.74).

No artigo de Maio um dos elementos mais provocadores no contexto era a
teoria cinética do calor, atomos, flutuagoes estatisticas, e a termodinamica classica
estavam na balanga. Einstein pdde usufruir do artigo de Abril para adicionar no de
Maio, entre a data em que terminou o primeiro e aquela em que submeteu o segundo
para publicacao decorreram uns meros 10 dias. Neste artigo do més de Maio Einstein
teve um grande desafio, estabelecer a realidade atdmica e fazé-lo ser aceito pelos
grandes cientistas da época. A imagem de um liquido borbulhando com o movimento
das moléculas pedia para ser examinada como ocorréncia possivel do movimento

browniano.

Figura 6 - A figura abaixo mostra a trajetéria de uma particula executando o

movimento browniano.

Fonte: imagem retirada da internet®

> Disponivel em: <https://www.scielo.br/pdf/rbef/v29n1/a07v29n1.pdf> acessado em: 29/09/2020



32

2.1.4 A fusao do espaco e tempo

Figura 7 - Albert Einstein em 1921, no auge da sua fama mundial. Einstein
tornou uma celebridade quando sua teoria geral da relatividade foi

confirmada em 1919.

Fonte: imagem retirada da internet®

O artigo do més de Junho traz uma fusao do espaco tempo. Einstein de inicio
deste trabalho ele escreveu sobre dois critérios que uma teoria fisica deve ter, o
primeiro refere-se a confirmacgao externa da teoria e o segundo diz respeito a perfei¢ao
interna da teoria. O acordo entre a teoria e os fatos experimentais € extremamente
essencial em todas as ciéncias, algumas vezes os fatos precedem explicacao tedrica,
como por exemplo com 0 movimento browniano, as particulas suspensas no liquido ja
tinham sido observadas por décadas antes do artigo de Maio de Einstein. Em outros

casos a teoria precede o fato experimental como no caso do efeito fotoelétrico no seu

¢ Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Albert_Einstein> acessado em 13/09/20
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artigo de Marcgo, no qual a sua teoria apresentou algumas propriedades fisicas antes

de os experimentadores a terem definido como verdade.

O artigo de Junho de Einstein sobre a teoria especial da relatividade estava no
topo da plenitude, ela emitia perfeicdo. Em 1905 eram utilizadas trés grandes teorias
fisicas para explicar a variabilidade da natureza, eram elas: mecanica, termodinamica
e o eletromagnetismo. Estas trés teorias da fisica tinham-se tornado muito refinadas, e
no final do século XIX ja se pensavam que estavam na sua forma final ou muito perto.
Anteriormente ao ano de 1905, foi bastante agitado para profissdo de fisico.
Descoberta do raio X (1895), a radioatividade (1896), o quantum (1900), estas
conquistas ja mostravam que a mecanica de Newton e o eletromagnetismo de Maxwell

nao eram capitulos finais.

Em 1887, uma experiéncia realizada em Cleveland, ndo conseguiu detectar a
existéncia do éter. Alguns cientistas pensavam que sabiam que a luz se propagava do
Sol para a Terra como uma onda. Mas para que isso acontecesse deveria ter um meio
para que essa onda se propagasse, € como todos outros fendmenos ondulatérios,
acreditava-se com absoluta confianga que as ondas luminosas necessitavam de um
meio. Esse meio seria o éter. O éter, como meio para a luz, deu sentido a velocidade

da luz.

Durante anos Einstein teve na cabeca ideias provocadoras relacionadas com o
seu artigo de Junho, ele tinha duvidas quanto ao éter ter algum significado fisico. Ele
imaginou a correr ao lado de uma onda de luz identificando varios problemas nessa
imagem. Esses devaneios erram pecas do que por fim se transformaria num todo

coerente.

Einstein em seu artigo de Junho expde o principio da relatividade que as leis da
fisica sdo as mesmas em todos os sistemas de referéncia inerciais e o principio da
velocidade da luz em que é a mesma em todos os sistemas de referéncia inerciais,
independentemente das velocidades quer da origem da luz ou do observador da luz.
Entre a maioria dos fisicos, particularmente entre os principais fisicos, a teoria da

relatividade era largamente aceite em 1911. Max Laue, o aluno favorito de Max Planck,
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publicou o primeiro livro sobre a relatividade. Arnold Sommerfeld, um fisico de
Munique, descreveu a teoria da relatividade de Einstein como uma das riquezas

seguras da fisica.

Desde 1905, a teoria especial da relatividade tem sido testada experimen-
talmente. A teoria enfrentou varios desafios. Os principios da relatividade especial sao
verificados experimentalmente todos os dias, em laboratérios onde as particulas sao
aceleradas a velocidades proximas das da luz, e a teoria mantém-se firme, até hoje.
Atualmente a teoria especial da relatividade ganhou seu lugar como super teoria.
Qualquer teoria fisica deve integrar a teoria da relatividade de Einstein. Essa super
teoria estimulou e continua influenciando discurso filosofico, o idealismo, o realismo e
o materialismo sao debatidos hoje de forma diferente do que faziam em 1905. A teoria
da relatividade esta cheia de profundas e fascinantes ideias, e como resultado tornou-

se parte da nossa cultura.
2.1.5 O artigo que relaciona massa e energia

Figura 8 - Albert Einstein em 2 de Janeiro de 1931, quando demostrou no seu
artigo de Setembro que a energia e a massa eram equivalentes, deve ter-se

sentido um tanto como parece neste retrato... um pouco endiabrado?

Fonte: imagem retirada da internet’

’ Disponivel em: <https://www.metmuseum.org/art/collection/search/270713> acessado em 13/09/20



35

O artigo de Setembro trazia a famosa equacéao. Galileu, um dos fundadores da
ciéncia moderna, disse que a linguagem da Natureza € a matematica. A fisica tenta
identificar as leis invisiveis que determinam as configuragdes do mundo visivel. O
poder da aplicar as leis basicas da fisica resulta das suas expressdes matematicas.
Reunam-se mais ou menos uma duzia de leis, com as suas numerosas aplicagdes, e

as equagdes matematicas multiplicam-se.

Existem varia equagdes que representam uma teoria fisica importante. Mas so
uma destas equagdes é conhecida por gente de todas as profissdes, em todas as
ocupacdes e estratos sociais pelo mundo inteiro. Essa equacgao € a simples E = mc?
de Einstein. Nem todos podem compreender as minucias da sua teoria, mas sabem
que equacao de Einstein significa algo de muito importante. Seja qual for o nivel de
compreensao com que a encarem aas pessoas, a equagao de Einstein, apresentada
pela primeira vez no seu artigo de Setembro de 1905, tornou-se parte da cultura

mundial.

Esse artigo € qualitativamente diferente dos seus outros artigos de 1905.
Einstein entregou o seu artigo sobre a teoria especial da relatividade nos ultimos dias
de Junho e no final de Setembro entregou o artigo que relacionava massa e energia.
O artigo de Setembro tinha como base o artigo de Junho, é o mais curto dos artigos
de 1905, tem apenas trés paginas. Podia ter sido o capitulo final do artigo de Junho no

qual teria sido uma conclusao espetacular.

“O artigo de Junho uniu o espacgo e tempo. O de Setembro uniu
a energia e a massa. O espaco e o tempo parecem totalmente
diferentes, e, contudo, Einstein mostrou que para descrever a
natureza com precisao, deve juntar-se os dois. A massa e a
energia também parecem duas coisas completamente nao
relacionadas Nao sao semelhantes, agem similarmente, mas no
fundo a natureza diz-nos que sdo a mesma”(RIGDEN, John S,
2007. pag.128).

E desta maneira Einstein concluiu o artigo de Setembro de 1905.
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2.2 Um pouco de historia sobre o movimento browniano

Figura 9 - Robert Brow (1773-1858)

Fonte: imagem retirada da internet®

Em 1827, o botanico Robert Brow (1773-1858) demostrou pela primeira vez que
a matéria era composta de particulas minusculas. Enquanto observava pequenos grao
de polen na agua com o microscopio, Brow verificou que esses granulos se moviam
constantemente como se alguma coisa oculta estivesse chocando neles. Varias
observacdes destacaram a hipotese desses movimentos tivessem a sua origem nas
correntes de conveccao no liquido, ou da sua gradativa evaporacao. Brow imaginava
que essa mobilidade nascia da prépria particula, porém esta suspeita foi rejeitada
quando “ele descobriu que 0 mesmo movimento ocorria quando usava graos de polen
que haviam sido guardados durante 100 anos, demostrando que o movimento nao era
iniciado pelos graos vivos.” (ROONEY; ANNE, 2013, p. 42).

Nas décadas seguintes incontaveis tentativas foram feitas para descobrir a
natureza do movimento browniano. Experimentos laboratoriais demostraram que o
movimento aumenta sua intensidade quando reduziam a viscosidade do meio ou o

tamanho das particulas brownianas, e quando elevava a temperatura da solugéo.

8 Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Robert_Brown_(young_-_larousse).jpg> acessado em
13/09/2020
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Muitas causas possiveis foram aos poucos eliminadas, tais como:
atracbes ou repulsdes entre as particulas suspensas, agdes
capilares ou higrométricas, bolhas temporarias de ar, correntes
de convecgao no interior da solugao, gradientes de temperatura
ou algum tipo de perturbagdao mecanica, além de outros tipos de
instabilidade no fluido. (SILVA; J.M., LIMA; J.A.S; 2007, v.29, n.1,
p.25)

A partir de 1860 comecgava a ganhar corpo a teoria que o movimento erratico
browniano poderia ocorrer devido as colisdbes com moléculas do fluido, e que o
movimento aleatorio aparentemente nunca cessava. Em 1877, J. Desaulx retomou o
tema sugerindo: “em minha forma de pensar, o fendmeno é um resultado de
movimento molecular térmico no ambiente liquido (das particulas).” (ROONEY; ANNE,
2013). Outro investigador do movimento que concordou com Desaulx foi o fisico
francés Louis Georges Gouy (1854-1926) que em 1889 descobriu que quanto menor

a particula, mais rapido ela se move.

O geofisico austriaco Felix Maria Exner (1876-1930) fez um experimento em
1900, conseguindo medir o movimento e relacionou essa cinesia ao tamanho e a
temperatura da particula. “ Exner calculou a velocidade das moléculas com base em
observacdes que, segundo ele interpretou, forneciam as velocidades médias das
particulas em suspensao.” (STACHEL; JOHN, 2001, p.92).

Durante a vida académica, Einstein apoderou-se de conhecimentos divergentes
a respeito da teoria molecular do calor quando leu os trabalhos de Mach, Ostwald e
Boltzmann. Em 1900, Einstein concluiu a leitura de uma obra de Boltzmann a
Gastheorie, assim chamada a teoria do gas. Ludwig Boltzmann (1844-1906) era um
fisico austriaco fragilizado emocionalmente e mentalmente. “A desilusdo com a maioria
dos fisicos que rejeitaram o atomismo acabou contribuindo para o suicidio de
Boltzmann, que se enforcou em 1906.” (ROONEY; ANNE, 2013, p.42).

Einstein criticava Boltzmann pela falta de énfase na confrontagdo da sua teoria

com a observagao, porém ficou absolutamente convencido da sua retificagcdo dos
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principios tedricos, em suas primeiras incursbes de pesquisa independente que
publicou, Einstein entendeu como correta a constituicdo atbmica da matéria e da
eletricidade, desenvolvendo uma teoria das for¢gas moleculares estabelecendo muitas
relacdes entre fendmenos observaveis. Em concordancia com essa teoria, Einstein em
seu trabalho dizia que “uma molécula dissolvida difere de um corpo em suspensao
apenas no tamanho, e € dificil ver a razao pela qual corpos em suspensao nao devam
produzir a mesma pressao osmotica que um numero igual de moléculas dissolvidas.”
(STACHEL; JOHN, 2001, p.92).

De outra forma Einstein levantou questionamentos sobre a teoria classica da
termodinamica usada para objetos macroscopico em particulas suspensas num fluido,
nao deveriam efetuar uma pressao osmaotica sobre uma parede semipermeavel, essa
observacao que ele fez era uma visualizagdo deste problema de uma forma inédita,
até entdo ninguém havia olhado dessa maneira, uma comparagdo com a teoria
cinética. Einstein a partir deste momento promoveu uma mudanga radical de
perspectiva ao estudar relacdes entre teorias termodinamicas e atdmicas colocando
em questdo a legitimidade das explicagbes microscopicas da decorréncia
termodinamica. O problema tinha comecgado a ter o seu nucleo sobre a aplicagcao do

conceito termodinamico, a pressao osmotica e as particulas em suspensao.

Em 1902, observagdes sobre o movimento browniano foram realizadas em uma
recente invengao que foi o ultramicroscépio, tornando possivel a resolugao de muitas
solucdes coloidais e seus elementos. O ultramicroscopio demostrou além da realidade
fisica das particulas coloidais o seu movimento irregular como atributos notaveis.
Embora esse equipamento experimental tenha trazido muito avango na pesquisa
desse evento, umas das suas propriedades fundamentais continuava inacessiveis, a
questdao de como medir as suas velocidades. Esse problema sé foi discutido nos
estudos tedricos do movimento browniano proposto por Einstein e Smoluchowski de
modo independente nos seus trabalhos publicados em 1905 e 1907, respectivamente.
“ Ambos introduziram o deslocamento quadratico médio das particulas em suspensao
como quantidade observavel primaria no movimento browniano”. (STACHEL; JOHN,

2001, p.93). Einstein fundamentou que forgas dissipativas relacionavam com a diregao,
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o sentido e a grandeza da velocidade de uma particula suspensa num fluido, era de

uma escala tdo pequena que o fenbmeno nao poderia ser medido.

Assim em 1905, em um ano milagroso, Albert Einstein criava um modelo
matematico que explicava o movimento browniano, ele estava convencido de que as
moléculas eram responsaveis pelo movimento chegando as primeiras estimativas para

obtencao das dimensdes moleculares.

O francés Jean Perrin (1870-1942), foi importante para chancelar a teoria de
Einstein sobre o movimento browniano. Em 1908, mediu o tamanho de uma molécula
de agua usando o modelo browniano de Einstein. “ Esta foi a primeira evidéncia
experimental para a existéncia de moléculas, pela qual Perrin recebeu o Prémio Nobel
da Fisica em 1926”. (ROONEY; ANNE, 2013). Finalmente, nenhum cientista contrario

a teoria atbmica poderia negar a existéncia de atomos e moléculas.



40

3 A TERMODINAMICA E O MOVIMENTO BROWNIANO DE EINSTEIN

3.1 Alcance e Objetivos da Termodinamica

A Termodinamica € uma ciéncia experimental originada no século XIX, baseada
em um pequeno numero de principios, que sao generalizagdes feitas a partir da
experiéncia. Ela diz respeito somente a propriedades macroscoépicas ou de grande
escala da matéria, e nao faz hipoteses sobre a estrutura de pequena escala ou
microscopica da matéria. Dos principios da termodinamica podem-se derivar relagdes
gerais entre grandezas como coeficientes de expansao, de compressao, capacidades
térmicas especificas (ou calores especificos), calores de transformacao, e coeficientes
magnéticos e dielétricos, e especialmente como estado sao afetados pela temperatura.
Os principios da termodinamica também nos dizem quais as poucas relacdes dentre
estas devem ser experimentalmente determinadas para que todas as propriedades do

sistema sejam completamente especificadas.

Os valores adquiridos por grandezas como as referidas s6 podem ser
calculados com base em um modelo molecular. A “Teoria Cinética” da matéria aplica
as leis da mecanica as moléculas individuais de um sistema, e possibilita, por exemplo,
o0 calculo do valor numérico da capacidade térmica especifica de um gas e
compressao das propriedades dos gases em termos da lei da forga entre moléculas
individuais, Fig. 4.1. Ela foi desenvolvida por Robert Boyle (1627-1691), Daniel
Bernoulli (1700-1782), James Joule (1818-1889), A. Kronig (1822-1879), Rudolph
Clausius (1822-1888), J. Clerk Maxwell (1813-1879) e outros.

A abordagem da “Termodindmica Estatistica” ou simplesmente “Fisica
Estatistica”, construida por J. Willard Gibbs (1839-1903) e Ludwig Boltzmann (1844-
1906), ignora a consideragdo detalhada de moléculas como individuos e implica
consideracoes estatisticas para encontrar a distribuicao, nos estados de energia do
sistema, do grande numero de moléculas que constituem uma por¢gao macroscoépica
da matéria. Para os sistemas, cujos estados de energia podem ser calculados pelos

meétodos da mecéanica quantica ou da fisica classica, tanto os valores das grandezas
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acima mencionadas como as relagoes entre elas podem ser determinadas por meios
perfeitamente gerais. Os métodos da estatistica também dao maior discernimento dos

conceitos de entropia e do principio do aumento da entropia.

Figura 10 — James Prescott Joule (1818-1889)

Fonte: Wikipédia — A enciclopédia livre.

A termodindmica é complementar da teoria cinética e da termodinémica
estatistica. A termodinamica fornece relagdes entre propriedades fisicas de qualquer
sistema, desde que certas medidas sejam realizadas. A teoria cinética e a termodi-
namica estatistica permitem calcular as magnitudes dessas propriedades para os

sistemas cujos estados de energia podem ser determinados.

Ao estudar o movimento browniano, Einstein buscou o conhecimento da teoria
da termodindmica bem como a teoria cinética do calor, sua deducgédo das leis que
governam o movimento browniano, e sua subsequente verificagao experimental feito
por Perrin e outros, teve um grande significado para o reconhecimento da realidade
fisica dos atomos. No seu artigo de maio sobre o movimento browniano, Einstein
dividiu o seu trabalho em tépicos que falavam sobre a pressao osmatica, difusao,

entropia, numero de Avogadro, viscosidade, livre caminho médio. Sao itens
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indispensaveis para o entendimento da teoria cinética dos gases, discutiremos a seguir

alguns desses conceitos.

Figura 10 — Particulas em vermelho: moléculas no estado gasoso.

Nesse capitulo usaremos a “Teoria Cinética” para estudar
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Fonte: imagem retirada da internet®

uma particula

browniana em suspensao em um fluido do ponto de vista classico e nos moldes da

teoria de Einstein.

3.2 A Teoria Cinética dos Fluidos

3.2.1 Numero de Avogadro

No final do século XVIII e inicio do século XIX, Lavosier, Proust, Dalton e outros

cientistas realizavam estudos com a finalidade de determinar a natureza fundamental

da matéria, ou seja, descobrir como e do que a matéria era formada. Eles explicavam

a matéria como sendo constituida de particulas indivisiveis e que se conservavam em

quantidade e massa. Suas teorias fundamentavam-se nos resultados obtidos através

de experimentos realizados pela combinagdo de gases, porém, verificou-se uma

dificuldade na distingdo entre atomos e moléculas ao observar que os volumes de

alguns dos gases dessas reacdes nao estavam de acordo com o previsto nas

% Disponivel em: <https://brasilescola.uol.com.br/quimica/teoria-cinetica-dos-gases.htm> acessado em

13/10/2020.
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transformacdes gasosas ja conhecidas. A dificuldade foi superada por um fisico italiano
chamado Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro (1776-1856). Avogadro afirmou que,
estando nas mesmas condi¢des fisicas, volumes iguais de diferentes gases tém o
mesmo numero de particulas. Todavia, dizer que um gas tem o mesmo numero de

particulas que outro ndao implica que ambos possuam o mesmo numero de atomos.

Figura 11 - Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro (1776-1856).

Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre

A hipotese de Avogadro de que “volumes iguais de gases diferentes, nas
mesmas condi¢cdes de pressdao e temperatura, conttm o mesmo numero de
particulas” e as ideias sobre massas atdbmicas e moleculares de outro cientista
chamado, o quimico Stanislao Canizarro (1826-1910) levaram a determinacado da
constante de Avogadro. A constante estabelecida por Avogadro e posteriormente
verificada experimentalmente por varios cientistas € conhecida atualmente como o
Numero de Avogadro e representa o numero de particulas ou moléculas contidas em
um mol, Na= 6,023x10% particulas/mol. O mol representa a grandeza da quantidade

de matéria e a massa contida em 1 mol € chamada de massa molar (M). Para calcular
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o numero de mols contidos em uma determinada massa m de um gas, usa-se a

seguinte relagéo:

N (3.1)

m
n=—
M N,

3.2.2 Gases Ildeais

Consideremos uma massa nM de um gas, confinada em um recipiente de

volume V . A massa especifica p do gas, nM/V , podera ser reduzida ou pela remogéo

do gas do recipiente (reducao de n) ou pela transferéncia do gas para um recipiente
de maior volume (aumentado V ). A experiéncia mostra que, se a massa especifica for
suficientemente baixa, todos os gases, qualquer que seja sua composigao quimica,

tendem a apresentar uma certa relagdo simples entre a pressédo p, volume V e a

temperatura T . Isto sugere o conceito de “gas ideal”, aquele que teria o0 mesmo

comportamento em qualquer condicao.

Para valores suficientemente baixos da densidade a experiéncia mostra que: (a)
Para uma dada massa de gas, mantida a temperatura constante, a pressao varia
inversamente com o volume (Lei de Boyle), e (b) para uma dada massa de gas, mantida
a pressao constante, o volume varia diretamente com a temperatura (Lei de Charles e
Gay-Lussac). Estes dois experimentos podem ser resumidos na equagao:

?I'_V = cte (para uma massa fixa de gas). (3.2)

A constante na equacéio (3.2) foi determinada experimentalmente com nR, onde n é
o0 numero de moles, equacao (3.1), R é uma constante a ser determinada para cada
gas. No caso de baixas densidades, Rtem o mesmo valor para todos os gases, ou

seja, R =28,314 joule/mol K e é chamada de constante universal dos gases.

Arazédo R/N,
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B 8,314 joule/mol K
" 6,023%10% moléculas/mol

—1,380x10* joule/moléculas K (3.3)

€ uma constante, conhecida como “constante de Boltzmann”. Escrevendo de (3.3),

R =kgN, =kg(N/n), e substituindo em (3.2), obtém-se:

— =Nk, (3.4)

a equacao de estado térmico de um gas ideal. Portando um gas ideal é aquele que
obedece a esta relagao sob quaisquer condi¢des. Tal gas na realidade nao existe, mas
€ um conceito util devido ao fato de que o comportamento de todos os gases reais se
aproxima do comportamento de um gas ideal, a densidades suficientemente baixas.
Do ponto de vista microscépico e classico, os gases ideais si fundamentam nas

13

seguintes suposi¢des: “Um gas € constituido de particulas chamadas moléculas”, “as

moléculas sdo dotadas de movimento desordenado e obedecem as leis de Newton”,
“o numero total de moléculas do gas € muito grande”, “o volume das moléculas € uma
fragcado desprezivel do volume ocupado pelo gas”, “as forcas que atuam sobre as
moléculas sao despreziveis, exceto durante uma colisdo” e as “colisdes sao elasticas

e de duracgao desprezivel”.

3.1.3 Livre caminho médio

O estudo sobre o movimento das moléculas de um gas ideal, mostra como é o
movimento de uma molécula de um gas, que ao longo do seu percurso sofre
mudancas subitas tanto do mddulo como da direcdo da velocidade ao colidir
elasticamente com outras moléculas. Entre colisdes sucessivas, 0 movimento de uma
molécula de um gas é retilineo e uniforme. A distancia média que uma molécula
percorre entre duas colisdes sucessivas € chamada “livre percurso médio” ou “livre
caminho médio”. Se as moléculas fossem pontos, elas nao colidiriam e o livre caminho
meédio seria entdo infinito. Entretanto, as moléculas ndo sdo pontos, por isso ocorrem

choque entre elas. Se elas fossem tdo numerosas que enchessem completamente o
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espaco disponivel, ndo deixariam lugar para o movimento translacional, o livre caminho

médio seria, neste caso, nulo.

Figura 12 — Movimento de uma molécula em gas, uma sequéncia de

trajetdrias retilineas interrompidas por colisdes com outras moléculas.

Fonte: imagem retirada da internet™

O livre caminho médio )\ é a distancia média percorrida entre duas colisdes
sucessivas. Logo \ sera a distancia total VAt percorrida no intervalo de tempo At,

dividida pelo numero de colisdes que ocorrem neste intervalo de tempo,

VALt 1

A= = 3.4
nrd?(VAt)  nrd? (3.4)

Essa equacgao se fundamenta no modelo acima descrito, isto €, uma molécula que se
choca com alvos estacionarios. Na realidade a molécula choca-se com alvos que se
encontram em movimento. A frequéncia das colisbes neste caso € aumentada,

resultando em uma redugéo do livre caminho médio, € mostrado abaixo,

1

A=—— 34
\/§n7rd2 (3.4)

© Disponivel em: <file:///C:/Users/Hugo/Downloads/CAP_19_TEORIA_CINETICA_DOS_GASES.pdf>
acessado em 21/10/2020.
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o termo \/E € obtido de uma distribuicdo real de velocidades das moléculas

conduzindo o resultado Vi = \_/\/5 (velocidade relativa média).

Para explicarmos esta equagao vamos analisar uma unica molécula supondo
que ela esta se movendo com velocidade constante v e as demais moléculas estao em

repouso.

“O livre caminho médio das moléculas de ar ao nivel do mar é
cerca de 0,1um. A uma altitude de 100 Km, o ar € tao rarefeito
que o livre caminho médio chega a 16 cm. A 300 Km, o livre
caminho médio € da ordem de 20 Km. Um problema enfrentado
pelos cientistas que estudam a fisica e a quimica da atmosfera
superior em laboratério é a falta de recipientes suficientemente
grandes para conter amostras dos gases de interesse, como
freon, didxido de carbono, e ozdnio, nas condi¢cdes a que estao
submetidos na atmosfera superior”. (Halliday & Resnick, 2016,
pag.233).

3.2.4 Equacao da Difusao

Quando ¢é aberto um frasco de perfume numa sala fechada, € possivel sentir o
seu cheiro rapidamente em todo ambiente. Isso acontece porque as moléculas do
liquido depois de evaporar difundem-se pelo ar, propagando por todo aquele
ambiente. Da mesma forma acontece se colocarmos um pouco de agucar em uma
xicara com café, as moléculas de sacarose difundem por todo o café. Esses exemplos
demostram que, para acontecer o fendmeno da difusado, a distribuicdo espacial das
moléculas, ndo podera ser homogénea, devera existir uma diferenca ou um gradiente

de concentragao entre dois pontos do meio.

O movimento browniano € um exemplo da ocorréncia do processo difusivo, € a

lei mais utilizada e citada no processo de difusdo usual é a Lei de Fick. Esta lei afirma
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que a densidade de corrente de particulas € proporcional ao gradiente de

concentragao dada por:
J=-DVp (3.4)

onde D é o coeficiente de difusdo dependente das propriedades do meio, e indica a
rapidez com que a grandeza medida por p difunde-se de regides de alta concentragao
para regides de baixa concentracao. “O sinal negativo combinado com o gradiente na
“Lei de Fick”, significa que a difusdo ocorre da regiao de alta densidade para regiao
de baixa densidade.” (MACEDO, ANTONIO, 2008, pag.14). A quantidade p é definida

como a quantidade de substancia e pode ser fungdo do tempo e da posigao,

p=p(rt).
A equacao de continuidade é dada por,

ap -
—+V.J=0. 3.5
o (3.5)

Essa expressao nos diz uma alteracdo na densidade em um sistema (o gas, por
exemplo) é devido a um fluxo de entrada ou de saida de particulas do sistema. Ou seja,

nao pode haver criagdo nem destruicdo de particulas.
Substituindo (3.4) em(3.5),

dp

£ = _V.(-DVp)=DV?p (3.6)
ot

Oou como,
9p 2
L _pv 3.7
P p (3.7)

A equagcio (3.7) é chamada “equagao de difusdo” no caso em que D é constante e V2
€ o operador de Laplace ou laplaciano. Nos casos de difusdo anisotropica de particulas
D é uma matriz simétrica definida positiva. Se o coeficiente de difusdo depende da

densidade, entdo a equacgao nao € linear, de outra maneira seria linear. Além disso,
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esta equacao, possuem inumeras aplicacdes importantes na Fisica atual, dentre elas
podemos citar: Difusdo de calor em diferentes meios, difusdo de massa, difusdao de
carga elétrica em meios condutores. Quando se diminui a pressdo em um gas as
particulas se difundem através do gas, Figura 12, e a equacao permite também estudar

esse comportamento.

Figura 13 — Um gas sob pressdao de um émbolo externo.

Fonte: Wikipédia — Enciclopédia livre.

3.3 O artigo de Einstein sobre o movimento browniano

Na introducao do artigo de Einstein de 1905, Einstein escreveu que “corpos de
tamanho visivel ao microscopico, e que estdo em suspensdo em um liquido, devem
executar, como consequéncia dos movimentos térmicos moleculares, movimentos de
tal magnitude que podem ser facilmente observaveis com a utilizacdo de um
microscopio. E possivel que os movimentos a serem aqui descritos sejam idénticos no
assim chamado “movimento molecular”; entretanto, os dados que tenho disponiveis
sobre este ultimo sdo tdo imprecisos que eu nao poderia formar uma opinido a
respeito”. Nas secoes iniciais desse artigo (isto €, da teoria cinético-molecular do calor)
para mostrar que, em situagdes de grande diluicao, pressdao osmotica tem 0 mesmo
tipo de comportamento ideal das moléculas de uma solucao diluida (como ja tinha sido

bem caracterizados pelos quimicos da época). Nao ha surpresa nesses calculos de
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termodinamica estatistica, ainda embrionarios, para um sistema de particulas nao
interagentes. Em seguida, Einstein deduz novamente a relagdo entre a difuséo e a
viscosidade. Vamos rever essa deducdo, seguindo os argumentos da tese de

Doutoramento.

A ideia engenhosa consiste em considerar uma forca F (na dire¢cao do eixo x)
atuando sobre as particulas grandes da solugao (ou suspensao), contidas num volume
elementar de comprimento Ax e sessao transversal AS . Para esferas rigidas de raio

a e velocidade v, mergulhada em um fluido com viscosidade 7, essa forca deve ser

dada pela lei de Stokes,
F = (6mma)v. (3.8)

Nesse ponto Einstein reporta-se ao texto de mecanica de Kirchhoff, unica referencia
citada no primeiro trabalho sobre o movimento browniano, que foi certamente
estudado durante seus anos de formagao em Zurique. Mas as particulas se difundem
pelo fluido devido ao gradiente de pressao. Entdo nesse volume elementar, estariam

sujeitas a uma forga por unidade de volume ao longo do eixo, dado por

M _ PO~ p(x)
— Ax—0 "
OX AX

(3.9)

Podemos agora escrever uma equacgao de balango entre essas duas forgas,

e MP_goay (3.10)
pN, OX

onde p é adensidade de massa e M é a massa molar do soluto. Obtemos assim uma

expressao para a velocidade v das particulas, que nos remete ao fluxo ao longo do
eixo x (quantidade de massa das particulas atravessando a secdo de area AS durante

o intervalo de tempo At > 0),

M_op

J=pV=——"-—.
6mnaN, Ox

(3.11)
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Uma a relagao (3.4) de um gas ideal sob pressdo osmotica,

nRT RTp
= = 3.12
p v M (3.12)
temos,
___RT 9p_ op (3.13)
6mnaN, Ox OX

de onde vem a famosa expressao de Einstein para o coeficiente de difusdo das

particulas no fluido,

RT

=—. (3.14)
67naN ,

Vamos agora lembrar que a equagao de difusdo, conhecida desde o inicio do
século XIX, é usualmente obtida a partir da equacao diferencial de conservacao da
massa (3.5), com a suposi¢cao adicional de uma dependéncia linear do fluxo com o
gradiente de concentracdo, obtendo a equacdo de difusdo (3.7). Na versao
unidimensional, ao longo do eixo x, é dada por,

2
% oy @19
Em seguida, no mesmo artigo, Einstein propde uma nova deducao dessa
equagao de carater probabilistico da Teoria Cinética, antecipando a relagcdo de
Chapman-Kolmogorov e as teorias modernas de cadeias markovianas. A idéia consiste
em supor que as particulas executem movimentos independentes e que o0s
movimentos da mesma particula em diferentes intervalos de tempo também sejam
processos mutuamente independentes (em intervalos de tempo pequenos, mas

suficientemente grandes para dar margem a observagoes). Seja p(A)dA de uma

particula em suspensao sofrer um deslocamento entre A e A+dA num intervalo de
tempo 7. Essa densidade de probabilidade deve ser simétrica, p(A)= p(—A) e

normalizada,
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f T p(A)dA =1, (3.16)

Entdo, se n=n(x,t) for o nimero de particulas por unidade de volume no

instante de tempo t > 0, temos a relagédo probabilistica,
+00
n(x,t+T):f n(x+ A, t) p(A)dA. (3.17)

Como 7e A devem ser macroscopicamente pequenos, podemos escrever as

expansdes de Taylor nessas variaveis,

n(X,t—f—T):n(X,t)—i—%T—i—"', (3.18)
on 19%n

n(x+A,t) =n(xt Ap=9MAz 3.19

(X+At)=n( )+8x +28 > A” + (3.19)

Inserindo as expressoes (3.18) e (3.19) na equacao (3.17) , levando em conta

as propriedades de p(A) e retendo apenas os termos de ordem dominante, obtemos

a expressao,

on oo on 10%n
N(X,t) +—7 4= n(x,t A+=2A2 4 o)A
O+ 57T f_m{( Ty W }p()

= n(xt) f - p(A)dA+@ f " Ap(A)dA + (3.20)

2
41 8 f AZp(A)dA +---

Na expressao (3.20), a primeira integral € igual a 1 porque a distribuicao € normalizada,
a segunda integral é nula porque a distribuicao é par restando a seguinte expressao

na aproximagao considerada,

1 [ d°n
—1= A?p(A)dAL— 3.21
{sz_m p(A) }axz (3.21)
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ou na forma,
on 9%n
" (5:22)

e comparando (3.22) com (3.15), observamos D é o coeficiente de difusdo das

particulas em suspensao,

“+00
D:if A%p(A)dA. (3.23)
27dJ

Portanto, o desvio quadratico médio dos deslocamentos das particulas em

suspensao é definido por,

<x2>:f+mA2p(A)dA:2D7, (3.24)

€ proporcional ao coeficiente de difusdo, comportando-se linearmente com o tempo.
Essa equacao representa uma primeira forma das conhecidas “relagdes de flutuacao-
dissipacao”. Neste ponto, Einstein argumenta que os movimentos das diversas
particulas sao independentes e que, portanto, a origem das coordenadas nao deve ter

nenhum significado. Portanto, a fungdo n(x,t), devidamente normalizada,

+00
f n(x,t)dx =N, (3.25)
Representa a densidade de particulas cujas posigdes sofreram um acréscimo X entre
o instante inicial e o tempo t. Einstein aponta a solu¢cao da equacgao da equacao de

difusdo (3.22), com condigdes iniciais apropriadas, € da forma gaussiana

2
n(x,t) = \/%exp —4XDJ . (3.26)

Entdo, com essa interpretagdo de n(x,t), temos o deslocamento quadratico médio

expresso na forma,
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(x*)=2Dt= ¢
3ranN, (3.27)
3man

que € uma das celebres expressdes de Einstein, fornecendo a indicagao precisa sobre

as grandezas a serem medidas experimentais.

O deslocamento caracteristico cresce com \/f ,

— (3.28)

_Joi— | R &
3manN ,

afastando-se das formas balisticas usuais, pois os deslocamentos usuais sao
aleatérios, podendo ocorrer tanto para a direita quando para a esquerda. Para
particulas de um micron de didametro, em suspensao na agua a temperatura ambiente,
Einstein estimou um deslocamento caracteristico da ordem de 6 microns em um

minuto (ou seja, valor perfeitamente passiveis de observagao). A dependéncia com o

tempo, < X° > ~ \/E , explica as dificuldades das medidas ingénuas de velocidade.
Nesse raciocinio probabilistico de Einstein percebe-se a conexdo com o problema do
passeio aleatério em uma dimensdo, que costuma ser explorado nos textos de
“Termodinamica Estatistica” que recupera a expressao (3.24). Nos textos
introdutérios, também mostra que no limite de tempos grandes (N — oc), de acordo
com o “teorema central do limite”, a distribuicdo de percursos do caminhante aleatério

tende a uma funcao gaussiana, como foi encontrado por Einstein.

No texto acima procuramos seguir os passos de Einstein, e seus argumentos
originais dos trabalhos de 1905, como a proposta pioneira de uma teoria microscopica
para o movimento de particulas suspensas ou o0 movimento browniano. Einstein na
época, percebeu que o movimento browniano € um excelente laboratério para
observar e medir os efeitos das flutuagdes microscépicas de um sistema fisico. A teoria

de Einstein, resumida na famosa dependéncia linear com o tempo de observagcao do
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desvio quadratico médio das posicbes das particulas brownianas, indicou as
grandezas que deveriam ser medidas e abriu caminho para uma série de experiéncias

e Jean Perrin e colaboradores.

Usando a equacgao (3.27), podemos estimar o valor de A com valores atuais das

constantes fisicas para particulas em agua:

N, = 6,023x10* moléculas/mol
R = 8,314 joule/mol K

t =1,0 segundo (s)
a=10x10"m

n=1,35x10"% Pa.s

T =290,15K (t = 17°C)

, (8,314 J/mol K)(290,15 K)./(1s)
 37(1,0x107° m)(1,35%1072 Pa.s)(6,023x10% moléculas/mol)

=2,9668x10""° m?

obtendo,
A=5,45x10"° cm (3.29)

Esse valor corresponde a 31% menor que o valor apresentado no artigo de Einstein

em 1905, que foi A=8x10" cm. Mesmo assim, foi um avango excepcional o

resultado de Einstein, pela sua ordem de grandeza.

3.4 Alguns Experimentos do Movimento Browniano

Apos os trabalhos de Einstein, em 1905 sobre a teoria do movimento browniano

sugiram varios experimentos foram feitos na tentativa de verificar os resultados.
3.4.1 O Experimento de Perrin

A medida do numero de Avogadro consiste em contar, direta ou indiretamente,

o numero de constituintes num mol. Os atomos (ou moléculas) sdo extremamente
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pequenos para serem contados diretamente. Jean Baptiste Perrin (1870-1942) em
1909 procurou um sistema fisico onde as particulas fossem pequenas o suficiente para
se comportarem como um gas ideal, mas grandes o suficiente para serem contadas.
Da sua vasta experiéncia, como o estudo do movimento Browniano apresentado por
Einstein, Perrin notou que o movimento aleatorio das particulas se assemelhava muito
com o0 movimento de moléculas com tanto sucesso tratados pela teoria cinética dos
gases. A ideia de Perrin foi considerar uma suspensao constituida de particulas
pequenas o suficiente para se comportarem como moléculas de um gas (devido ao
seu movimento aleatorio), mas grandes o suficiente para terem sua massa individual

medida, comportaram-se como um sistema gasoso.

Figura 14 — Jean Baptiste Perrin (1870-1942)

Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre

Um gas ideal na presenga de um campo gravitacional distribui-se obedecendo
a conhecida férmula barométrica, segundo o qual a densidade de moléculas decresce

com a altitude segundo a lei experimental,
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n(z,t) =n,exp

_ Mgz
= 1 . (3.30)

onde n(z) é a densidade a uma posicdo z, n, a densidade na superficie, M a massa
molar das particulas e g a aceleragao da gravidade local. Se medirmos a distribui¢ao

da densidade de um gas no campo gravitacional podemos determinar o valor de sua
massa molar. Se conhecermos a massa de cada particula m do sistema, podemos

deter o valor do numero de Avogadro através de: N, = M/m. Perrin, utilizou uma

suspensao de finas particulas na presenga do campo gravitacional. Medindo-se a
densidade destas particulas como funcido da altura determina-se o valor de M e

conhecendo-se m obtém-se N, .

O trabalho pelo qual ele € melhor conhecido é o estudo de coloides e, em
particular, o movimento Browniano. Seus resultados neste campo puderam confirmar
os estudos tedricos de Einstein nos quais foi mostrado que particulas coloidais
deveriam obedecer as leis dos gases e consequentemente usar estas propriedades
para obter o numero de Avogadro. O valor medido por ele concordou excelentemente
com outros valores obtidos por métodos completamente diferentes (seu estudo se
trata da sedimentacdo em equilibrio de suspensdées que contém particulas
microscopicas de tamanho uniforme). As medidas de Perrin foram fundamentais para
a evolucao da atomistica e sua realizagao foi recompensada com o Prémio Nobel em
1926.

3.4.2 O Experimento de Eugen Kappler

Entre as muitas experiéncias subsequentes, podemos citar a tese de doutorado
do fisico alemao Eugen Kappler (1905-1977) em 1931, que observou o movimento
browniano de um objeto relativamente grande, isto é, um pequeno espelho (de area
0,7 mm?) suspenso de uma fina fibra de torcao de quartzo. Um feixe de luz refletido no
espelho moével era registrado por um filme fotografico movel. O espelho era montado

em uma camara de gas de baixa pressao (10 2mm de Hg). A funcao 6(t) (deslocamento

angular em fungao do tempo) era registrada no filme fotografico movel.



58

Figura 15 — Eugen Kappler (1905-1977)

Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre

Verificou-se claramente um movimento rotacional browniano do espelho,
consistindo de uma série de deslocamentos angulares, produzidos por choques
desequilibrados das moléculas com o mesmo. Quando a pressao do gas era reduzida
observa-se uma redugao gradual do movimento. A partir do registro fotografico podem
ser determinados o deslocamento angular A(t) e a velocidade angular w(t). O
principio da equiparticao da energia exige que

ilizlpﬁzikg (3.31)
2 2 2

porque ilw’é a energia cinética media rotacional do sistema e 1x6°sua energia

potencial média; / € o momento de inércia do sistema e « a constante de torgao do fio.

A partir de suas observagdes, Kappler calculou a constante de Boltzmann k, e, pela
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relacdo N, = R/k, , obteve-se o nimero de Avogadro. Os valores obtidos por Kappler
foram k, =1,36x10 * J/molécula K +3% (o valor aceito atualmente é k, =1,380x10*
J/IK molécula, concordante com aquele dentro do limites de erro) e N, =6,1x10%

particulas por mol.

3.5Algumas aplicacées do movimento browniano atuais

O estudo do movimento browniano de Einstein impactou em varias areas
interdisciplinares da ciéncia e tecnologia. Nesta secao, falaremos de forma resumida

sobre algumas delas.
3.5.1 Na Fisica e Matematica: A dinamica de processos estocasticos

Por meio do movimento browniano, Einstein possibilitou a observacao de
flutuagdes de particulas que anteriormente possuiam desvio quadratico médio muito
pequeno. A base de sua teoria é tida como a semelhanga do comportamento de
solucdes e do comportamento de suspensdes diluidas, onde existe uma relacao do
coeficiente de difusdo com a viscosidade, somado a uma dedugao probabilistica da
equacgao de difusdo. Com esses calculos foi obtido uma relagdo entre o desvio
quadratico médio, o coeficiente de difusdo e tempo de observacao. Alguns anos apods
as descobertas de Einstein, Marian Smoluchowski, em 1906, trouxeram a solucao do
problema para a atengcdo dos fisicos, apresentando-a como um modo indireto de
confirmar a existéncia de atomos e moléculas. Suas equagdes descrevendo um
movimento Browniano foram subsequentemente verificadas pelo trabalho

experimental de Perrin em 1908.

No mesmo ano, 1908, o fisico francés Paul Langevin (1872-1946), assim como
outros cientistas, buscou a generalizacao das formulas ja criadas na dinamica de
processos estocasticos. Assim, Langevin definiu que o Movimento Browniano de uma
particula que esteja fora de campos de for¢as conservativas, pode ser escrito como
uma equacao diferencial, dando origem a dinamica de processos estocastico como

area da fisica matematica, que ja tinha sido comecada em 1880 por Thorvald N. Thiele
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em um artigo sobre o “método dos minimos quadrados” publicado em que abordava
0 movimento browniano e por Louis Bachelier publicou em 1900 sua tese de PhD “A
teoria da especulagao”, em que ele apresenta uma analise matematica do processos

estocasticos dos mercados de acdes e de opgoes.

Figura 16 — Paul Langevin (1872-1946)

Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre

3.5.2 Nas ciéncias econdmicas: acoes e variaveis de mercado

A formacao de precos discutida por Marx e os economistas classicos dentro
da teoria econbmica € um tema interdisciplinar e entendido como um processo
complexo, ja na visdo dos economistas politicos classicos, Smith e Ricardo dando
énfase Marx pensava que o desenvolvimento dos precos se dava por meio de leis de
movimento inerentes no sistema econdmico como um todo no entanto, os atuais
economistas neoclassicos fazem uma abordagem bem diferente tendo um
raciocinio de maneira estatica com base em fungdes de oferta e de demanda que

definem os equilibrios de mercado. Um fisico-economista que procurou explicar a


https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_dos_m%C3%ADnimos_quadrados
https://pt.wikipedia.org/wiki/Louis_Bachelier
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formacao de precos foi Louis Bachelier (1870-1946) defendeu sua tese de doutorado
orientada pelo matematico Henri Poincaré usando ideias da fisica aplicando métodos
equivalentes ao movimento browniano para explicar a formagdo de pregcos em

mercado de agoes.

Figura 17 — Louis Bachelier (1870-1946)

Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre

A teoria do movimento browniano €& bastante utilizada para descrever
imprevisiveis movimentos de curto e médio prazo dos ativos no mercado financeiro. O
modelo de Bachelier ndo tem uma perfeicao para descrever a dindmica de precos de
ativos financeiros pois a aleatoriedade é muito predominante em mercados, ou

seja, “os precos a vezes ficam bébados” ou imprevisiveis.
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3.5.3 Nas ciéncias biolégicas: nanomotores e motores brownianos.

Um “motor molecular” ou “nano-motor” € wuma classe de maquina
molecular que, tal como um motor macroscopico propriamente dito, é capaz de
converter uma forma qualquer de energia aplicada sobre ele em energia
mecanica para realizar um trabalho especifico, como um movimento de rotacao.
Essas maquinas moleculares podem ocorrer naturalmente (como diversos motores
bioldgicos) ou podem ser produzidos artificialmente. Diversas pesquisas vém sendo
desenvolvidas com o intuito de aperfeicoar os nano-motores obtidos artificialmente até
entdo, onde o grande objetivo dos quimicos é construir um nano-motor que tenha a
mesma eficiéncia de um motor biolégico. Embora a expressao “motor molecular”
esteja tradicionalmente ligada a motores biolodgicos, também pode ser usada para se

referir a motores artificiais.

Entretanto, embora seja conveniente fazer analogias diretas entre nano-
maquinas e nano-motores com suas contrapartes macroscopicas, € preciso ter
cautela, pois estas analogias as vezes podem acabar confundindo ao invés de trazer
respostas. Se para os motores macroscopicos, forcas que governam o movimento
destes (em especial, a gravidade) tem extrema relevancia, essa mesma relevancia é
extremamente pequena para objetos como os nano-motores, que possuem dimensdes
extremamente diminutas. Neste mundo de nano-dimensdes, ha um efeito que possui
extrema relevancia e deve ser levado em consideragao, um efeito inerente ao fluido
onde 0s nano-motores se encontram: o chamado movimento browniano. Os motores
moleculares sao dependentes do movimento browniano, apesar de nao serem
originados por movimentos aleatoérios (ja que, de acordo com a 2?2 lei

da termodinamica, o trabalho nao pode ser derivado do movimento aleatorio).

A exploragao deste movimento possibilita aos motores (assim como as
maquinas moleculares num todo) se moverem em um mundo tdo turbulento. A
natureza encontrou formas de explorar os efeitos da catraca browniana, algo que os
pesquisadores vém tentando imitar nas suas pesquisas de desenvolvimento de
maquinas artificiais. Embora a direcido do movimento nos nano-sistemas seja aleatoria,

estudos apontam que o principal problema para o funcionamento de uma nano-


https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A1quina_molecular
https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A1quina_molecular
https://pt.wikipedia.org/wiki/Motor
https://pt.wikipedia.org/wiki/Energia_mec%C3%A2nica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Energia_mec%C3%A2nica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Trabalho_(f%C3%ADsica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A1quina
https://pt.wikipedia.org/wiki/Qu%C3%ADmico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Movimento_browniano
https://pt.wikipedia.org/wiki/Termodin%C3%A2mica
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maquina, o controle de seu movimento, pode ser contornado. A uni-direcionalidade
que se busca neste movimento poderia ser obtida por meio da adigao de assimetria a

estrutura.
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4 SIMULACAO DO MOVIMENTO BROWNIANO DE EINSTEIN NO MATLAB

4.1 Introducao

O MATLAB (abreviatura para MATrix LABoratory — Laboratorio de Matrizes) € um
programa de computador especializado e otimizado para calculos cientificos e de
Engenharia. Inicialmente ele foi projetado para calculo com matrizes; ao longo dos
anos, transformou-se em um sistema computacional flexivel, capaz de resolver
essencialmente qualquer problema técnico. Ele implementa a linguagem de
programacao de mesmo nome, juntamente com uma vasta biblioteca de funcdes
predefinidas que torna as tarefas de programacao técnica mais faceis e eficientes.
Além disso, o MATLAB tem muitas vantagens, em comparagdao com linguagens
computacionais convencionais (C++, Fortran e Python), entre elas podemos citar:
Facilidade de uso, independéncia da plataforma, funcdes predefinidas diagramacdes

independentes de dispositivos e interface grafica de usuario.

Neste capitulo, usamos algumas fungdes do MATLAB para implementar um
programa simples de simulagado do movimento browniano se baseando nas ideias do

artigo de Einstein sobre este assunto.

4.2 O Programa: Implementacao da Simulacao em MatLab
4.2.1 A ldeia Basica do Programa

O programa MATLAB (no Apéndice A) mostra como simular uma particula
browniana em trés dimensdes. O movimento browniano é composto por uma
sequéncia de deslocamentos aleatdrios normalmente distribuidos de acordo uma
distribuicdo normal. Usamos a funcao “randn(1,N)” para retornar uma matriz de
numeros aleatérios normalmente distribuidos com desvio padrdao 1 (um). Os dois
argumentos especificam o tamanho da matriz, que sera 1xN. O primeiro passo para
simular o movimento € gerar um vetor de deslocamentos aleatérios “displacement =
randn(1,N)”, onde N é o numero de amostras a ser gerada. Para verificar o

comportamento distribuicdo gerada usa-se o comando “hist(displacement, 25)” que
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mostra um histograma dos valores gerados com 25 colunas verticais (define os 25
intervalos). Ja os comandos “figure( )” sao usados para visualizar deslocamentos e o

histograma.

N = 100;

particleCount = 100;
displacement = randn (1, N);
figure(1);

plot (displacement);

figure (2);

hist. (displacement, 25);

Para simular o movimento browniano a dindmica das particulas brownianas
devemos entrar com algumas condigdes iniciais: o diametro das particulas (d), a
viscosidade (eta), a constante de Boltzmann (kB), a temperatura absoluta em Kelvin

(K) e o intervalo de tempo (tal). Com esses dados é possivel estimar o coeficiente de

difusdo obtido da Teoria Cinética de Einstein (3.15),

_ kT (4.1)

D= :
67rdn

e em seguida usado para determinar parametro k. A constantes “a”, “b” e “c” sédo

utilizadas para simular uma anisotropia nas trajetorias brownianas.

d = 1.0e-6;

eta = 1.0e-3;

kB = 1.28e-23;

T =293;

D = kB*T/(6*pi*eta*d);
tau = 0.1;

time = tau*1:N;
dimensions = 3;

a=0.00;
b = 0.00;
c =0.00;

k = sqrt(2*D*tau);
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A lago abaixo € usado para calcular as trajetorias das particulas. O comando
“particle{i}.dx =k * (a + randn(1,N))” € usado para gerar os deslocamento na dire¢ao
de x que é convertido para posicdo x usando a funcao “cumsum(particle{i}.dx)”. O
mesmo é feito para y e z. Conhecida x, y e z de cada particula e um instante t, calcula-

se a posi¢ao a quadrado,

[r@®) =[x®OF +[y®] +[zt)F, (4.4)

os deslocamentos ao quadrado,
[d®F =[d,®F +[d, )] +[d, )] (4.5)

e o coeficiente de difusao para cada trajetoria € calculado (4.1). A posicao da particula

em trés dimensdes é obtida de (4.4) em cada instante de tempo.

for i = 1:particleCount
particle{i} = struct();
particle{i}.dx = k * (a + randn(1,N));
particle{i}.dy = k * (b + randn(1,N));
particle{i}.dz = k * (c + randn(1,N));
particle{i}.x = cumsum(particle{i}.dx);
particle{i}.y = cumsum(particle{i}.dy);
particle{i}.z = cumsum(particle{i}.dz);

particle{i}.drsquared = particle{i}.dx .*2 + particle{i}.dy . 2 + particle{i}.dz .* 2;
particle{i}.rsquared = particle{i}.x .A 2 + particle{i}.y .» 2 + particle{i}.z .* 2;

particle{i}.position = sqrt(particle{i}.rsquared);
particle{i}.D = mean( particle{i}.drsquared ) / ( 2 * dimensions * tau );
particle{i}.standardError = std( particle{i}.drsquared ) / ( 2 * dimensions * tau *
sqrt(N) );
end

A figura 4.1, mostra a intervace do MATLAB como resultados simulados usando
as condicoes iniciais apresentadas acima. No apéndice A existem dois programas de
simulagédo, uma versao para simular uma unica trajetoria e uma versao para simular
multiplas trajetérias de particulas brownianas na aproximacao de Einstein. Os

resultados sao aproximados e muito bons para os limites impostos no programa. Com
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esse trabalho observamos que o MATLAB é um excelente programa didatico-
pedagogico para o ensino de Fisica. Ele permite obter resultados “experimentais” de

forma muito simples na plataforma.

Figura 18 — Resultados de uma simulagdo em MATLAB de particulas brownianas.
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Fonte: Nossos resultados.

4.2.2 Simulacao de Particulas brownianas

Neste trabalho simulamos uma particula em movimento browniano usando o
software MATLAB como ferramenta. A condi¢des iniciais usadas sdo as apresentas na
secao 4.2. Na simulagao partimos da aproximagao e Einstein e comparamos os
resultados simulados aos resultados obtidos pela Teoria Cinética (ou fenbmenos de
transporte). Fizemos 3 (trés) simulagdes distintas: simulagdo: 100 numeros aleatérios
e 1 trajetorias; 100 numeros aleatérios e 10 trajetdrias; 1000 numeros aleatoérios e 10
trajetorias. Em dada uma das simulacbes comparamos os dados simulados com o

modelo de Einstein. No final fizemos as conclusoes finais.



Simulagao: 100 numeros aleatorios e 1 trajetorias.

Figura 19 — Resultados de uma simulacao em MATLAB de particulas brownianas:
(@) mostra a distribuicio dos numeros aleatérios; (b) o histograma ou o

comportamento distribuicdo normal de dados (100 numeros aleatorios e 1

trajetorias).
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Fonte: Nossos resultados.
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Figura 20 — Resultados de uma simulacao em MATLAB de particulas brownianas:
(a) posicao (m) em funcao do tempo (a linha preta representa a média da posi¢ao)
(b) a posicao ao quadrado em funcao do tempo (a linha preta é o deslocamento

guadratico médio e a linha azul o resultado de Einstein). (100 numeros aleatérios

e 1 trajetorias).
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Figura 21 — Resultados de uma simulacdo em MATLAB de particulas brownianas:
(a) e (b) sdo visualizagdes em trés dimensdes das trajetdrias das particulas em dois

angulos diferentes. (100 numeros aleatodrios e 1 trajetorias).
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Simulacao: 100 numeros aleatorios e 10 trajetorias.

Figura 22 — Resultados de uma simulacao em MATLAB de particulas brownianas:
(@) mostra a distribuicdo dos numeros aleatorios; (b) o histograma ou o
comportamento distribuicdo normal de dados. (100 numeros aleatérios e 10

trajetorias).
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Fonte: Nossos resultados.
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Figura 23 — Resultados de uma simulacdo em MATLAB de particulas brownianas:
(a) posicao (m) em funcao do tempo (a linha preta representa a média da posigao)
(b) a posicao ao quadrado em funcao do tempo (a linha preta € o deslocamento
guadratico médio e a linha azul o resultado de Einstein). (100 numeros aleatérios

e 10 trajetorias)
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Figura 24 — Resultados de uma simulacao em MATLAB de particulas brownianas:
(a) e (b) sdo visualizagcdes em trés dimensdes das trajetorias das particulas em dois

angulos diferentes (100 numeros aleatoérios e 10 trajetoérias).
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Simulagcao: 1000 numeros aleatorios e 10 trajetérias

Figura 25 — Resultados de uma simulacdo em MATLAB de particulas
brownianas: (a) mostra a distribuicio dos numeros aleatérios; (b) o
histograma ou o comportamento distribuicdgo normal de dados (1000

numeros aleatorios e 10 trajetorias).
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Fonte: Nossos resultados.



Figura 26 — Resultados de uma simulagdo em MATLAB de particulas
brownianas: (a) posigao (m) em fungédo do tempo (a linha preta representa
a média da posic¢ao) (b) a posi¢cao ao quadrado em fungao do tempo (a linha
preta é o deslocamento quadratico médio e a linha azul o resultado de

Einstein) (1000 numeros aleatérios e 10 trajetorias).
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Figura 27 — Resultados de uma simulagdo em MATLAB de particulas
brownianas: (a) e (b) sao visualizagdes em trés dimensdes das trajetorias
das particulas em dois angulos diferentes. (1000 numeros aleatorios e 10
trajetorias).
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Simulacao: 1000 numeros aleatorios e 10 trajetorias (a = 0,01, b = 0,05, ¢ = 0,02)

Figura 28 — Resultados de uma simulacdo em MATLAB de particulas
brownianas: (a) mostra a distribuicio dos numeros aleatérios; (b) o
histograma ou o comportamento distribuigdo normal de dados (1000

numeros aleatorios e 10 trajetoérias: a = 0,01, b = 0,05, ¢ = 0,02).
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Fonte: Nossos resultados.
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Figura 29 — Resultados de uma simulagdgo em MATLAB de particulas
brownianas: (a) posi¢ao (m) em fungado do tempo (a linha preta representa
a média da posicao) (b) a posigao ao quadrado em fungao do tempo (a linha
preta € o deslocamento quadratico médio e a linha azul o resultado de
Einstein) (1000 numeros aleatorios e 10 trajetérias: a = 0,01, b = 0,05, c =
0,02).

. 1078 Posigao vs Tempo
Médio .
data1 ~§ ¢
©  data2 ,!wgi‘l
2r - data3 *F
+  datad 24 & !
data5 “:"‘ ¢ "‘t‘\
data6 e ‘.V
E 15 +F data7 3 g’" J,ﬁ;\#
= data8 -‘y'};‘v ""‘.df &
@ data9 o s 5 pasat i ¢
o AT £ :
@ data10 o B .w’l'»'w‘ ' f »
o 1t : 7% . o
AN X
w’_ 3 s Y 4 S
ST e i
05 4 G A "#"&‘g s"“\‘;\ﬂ
1 1 e é s,
;‘A ‘ x
£ —‘; ‘
0 1 1 1 1 1 1 ]
0 10 50 60 70 80 90 100
Tempo(s)
(a)
6 X 10-10 Deslocamento ao Quadrado vs Tempo
Teodrico &
Médio Y
5t data1 4 th}-: 9
& data2 5 4 "i‘* .
\o/ data3 g' .4 ﬂ‘f,"-:".’ ’
g datad H %".\ o
5 ar data5 ‘,# ;9"
g data6 X tf
3 d L&Y t
ata7 .‘(AJ:_. 2
83t data8 g ::‘ 3
ata cL . So 3
% : d '{# iy #!
E 2 ? ol & 3
S v
[&]
k)
(2]
a
1

(b)

Fonte: Nossos resultados.

78



Figura 30 — Resultados de uma simulagdo em MATLAB de particulas

brownianas: (a) e (b) sao visualizagdes em trés dimensdes das trajetorias

das particulas em dois angulos diferentes. (1000 numeros aleatorios e 10

trajetorias: a =

Posicéo z{m)

0,01, b =0,05, c = 0,02).
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4.2.3 Conclusao da Simulacées

Nos graficos das figuras (19) a (27) simulamos o movimento browniano de uma
particula imersa em agua usando o MATLAB na aproximagao de Einstein. Inicialmente,
trés condicdes: 100 numeros aleatorios e 1 trajetérias; 100 numeros aleatorios e 10
trajetdrias e 1000 numeros aleatorios e 10 trajetérias. Observamos nas trés simulagoes
que quanto mais numeros aleatérios sdo gerados melhor os resultados se aproximam
do modelo de Einstein. Em todas as simulagdes os resultados se aproximam muito do
modelo de Einstein para pequenos periodos de tempos e se afasta para tempos mais

longos. Esse resultado ja é previsto na dindmica estocastica.

Fizemos ainda para comparar uma quarta simulagao (1000 numeros aleatorios
e 10 trajetorias) onde consideramos a anisotropia das dire¢des considerando a = 0,01,
b =0,05e c=0,02, figuras (28) a (30) Nesta simulagdo observamos uma dependéncia
da anisotropia, acreditamos que existe uma dependéncia correlacional entre as
posi¢des e/ou deslocamentos, mas os resultados continuam préximo do modelo de

Einstein.

Os resultados ilustram muito bem o movimento browniano e pode ser com

anisotropia variavel com tempo.
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5 CONCLUSOES

Procuramos neste trabalho apresentar a teoria por traz do movimento
browniano de Einstein, apresentamos a historia que iniciou na investigagao de Robert

Brow em 1828 que deu nome a essa mobilidade das particulas analisadas.

Podemos falar do ano miraculoso de Einstein, 1905, citando seus grandes
artigos que mudaram a face da fisica, trazendo em evidéncias a sua famosa tese de
doutorado que trazia artigo que falavam da existéncia de atomos, com énfase no artigo
de maio de 1905 que falava sobre o movimento de particulas suspensas em um fluido.
Tentamos demonstrar como Einstein relacionou a teoria da termodinamica,
principalmente a teoria cinética dos gases, os topicos que Einstein utilizou para
alicercar o seu trabalho, e através desse conhecimento pode desenvolver suas

equagdes para chegar a modelo que determinava o seu desvio médio quadratico.

Apresentamos algumas aplicagdes para o movimento browniano, mostrando
que esse trabalho de Einstein permitiu um avango na linguagem matematica da época,
que proporcionou desenvolver conhecimentos sobre o movimento aleatério e criar
varios modelos matematicos de probabilidade bem como a consolidagao da fisica

estatistica.

Para consolidagdo do presente trabalho apresentamos em uma ferramenta
computacional, o MatLab, o movimento browniano sugerido nas equagdes de Einstein
€ comprovar que a sua equacgao permitia uma oOtima aproximacado de valores

experimental para curto intervalos de tempo.
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APENDICE A - OS PROGRAMAS DE SIMULACAO

O programa baixo permite a simulacdo de uma particula para multiplas trajetorias

brownianas na aproximacgao de Einstein.

PROGRAMA: MovBrow_mult.m

N =100;
particleCount = 100;

displacement = randn(1,N);

figure(1);
plot(displacement);

figure(2);
hist(displacement, 25);

d = 1.0e-6;

eta = 1.0e-3;

kB = 1.28e-23;

T =293;

D = kB*T/(6*pi*eta*d);
tau =0.1;

time = tau*1:N;
dimensions = 3;

a=0.00;
b =0.00;
¢ =0.00;

k = sqrt(2*D*tau);

tau = .1;
time = O:tau:(N-1)*tau;

particle = { };

for i = 1:particleCount
particle{i} = struct();
particle{i}.dx = k * (a + randn(1,N));
particle{i}.dy = k * (b + randn(1,N));
particle{i}.dz = k * (c + randn(1,N));
particle{i}.x = cumsum(particle{i}.dx);



particle{i}.y = cumsum(particle{i}.dy);
particle{i}.z = cumsum(particle{i}.dz);

particle{i}.drsquared = particle{i}.dx .*2 + particle{i}.dy .» 2 + particle{i}.dz .» 2;
particle{i}.rsquared = particle{i}.x .A 2 + particle{i}.y .* 2 + particle{i}.z .* 2;

particle{i}.position = sqrt(particle{i}.rsquared);
particle{i}.D = mean( particle{i}.drsquared ) / ( 2 * dimensions * tau );
particle{i}.standardError = std( particle{i}.drsquared ) / ( 2 * dimensions * tau *
sqrt(N) );
end

figure(3)

clf;

hold on;

for i = 1:particleCount

plot3(particle{i}.x, particle{i}.y, particle{i}.z, ‘color’, rand(1,3));
end

hold off;

xlabel('Posicao x(m)');

ylabel('posicao y(m)');

zlabel('Posicao z(m)");

title('Deslocamento de uma particula em 3D');
grid on

axis square

figure(4);
drsquaredSum = zeros(1,N);
for i = 1:particleCount
drsquaredSum = drsquaredSum + particle{i}.position;
end
ensembleAverage = drsquaredSum / particleCount;
clf;
hold on;
plot(time, ensembleAverage , 'k', 'LineWidth', 1);
legend('Médio','location’,'NorthWest');
for i = 1:particleCount
plot(time, particle{i}.position,".", 'color’, rand(1,3));
end
xlabel("Tempo(s)");
ylabel('Posicao(m)');
title('Posicao vs Tempo'); hold off;

figure(5);
rsquaredSum = zeros(1,N);
for i = 1:particleCount
rsquaredSum = rsquaredSum + particle{i}.rsquared;
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end

ensembleAverage = rsquaredSum / particleCount;
clf;

hold on;

plot(time, (0:1:(N-1)) * 2*k*2 , 'b", 'LineWidth', 1);
plot(time, ensembleAverage , 'k', 'LineWidth', 1);
legend('Tedrico','Médio’,'location’,'NorthWest');

for i = 1:particleCount

plot(time, particle{i}.rsquared,".’, ‘color’, rand(1,3));
end

xlabel("Tempo(s)");

ylabel('Deslocamentos ao Quadrado (m"2)");
title('Deslocamento ao Quadrado vs Tempo'); hold off;
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APENDICE B - BIOGRAFIA DE ALGUNS FiSICOS

PAUL LANGEVIN (1872-1946)

Paul Langevin foi um fisico francés. Estudou na Ecole supérieure de physique et de
chimie industrielles de la ville de Paris, onde foi mais tarde diretor. Teve uma ligacao
amorosa com sua colega Marie Curie. Langevin trabalhou com a moderacao
de néutrons, iniciando assim uma base para a construg¢ao de reatores nucleares. Foi o
primeiro a utilizar a piezoeletricidade de cristais de quartzo, em 1916, com a
construcao do primeiro sonar, e desenvolveu para a marinha francesa o primeiro
sistema ecolot. O Instituto Laue-Langevin em Grenoble é assim denominado em sua
homenagem. Participou assiduamente das sete primeiras Conferéncias de Solvay,
sendo presidente das duas ultimas, 62 e 72. A 28 de abril de 1930, foi agraciado com

o grau de Comendador da Ordem Militar de Sant'lago da Espada, de Portugal.


https://pt.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Franceses
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89cole_sup%C3%A9rieure_de_physique_et_de_chimie_industrielles_de_la_ville_de_Paris
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89cole_sup%C3%A9rieure_de_physique_et_de_chimie_industrielles_de_la_ville_de_Paris
https://pt.wikipedia.org/wiki/Marie_Curie
https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%AAutron
https://pt.wikipedia.org/wiki/Piezoeletricidade
https://pt.wikipedia.org/wiki/Sonar
https://pt.wikipedia.org/wiki/Instituto_Laue-Langevin
https://pt.wikipedia.org/wiki/Grenoble
https://pt.wikipedia.org/wiki/Confer%C3%AAncia_de_Solvay
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ordem_Militar_de_Sant%27Iago_da_Espada
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JEAN PERRIN (1970-1942)

Foi um fisico francés que, em seus estudos do movimento browniano de particulas
minusculas suspensas em liquidos, verificou a explicacao de Albert Einstein para esse
fendbmeno e, assim, confirmou o atdmico natureza da matéria equilibrio de
sedimentagao. Por essa conquista, ele foi homenageado com o Prémio Nobel de
Fisica em 1926. Perrin era ateu e socialista. Ele foi um oficial do corpo de engenheiros
durante a Primeira Guerra Mundial, Quando os alemaes invadiram a Frangca em 1940,
ele fugiu para os EUA, junto com seu parceiro Nine Choucroun. Ele morreu na cidade
de Nova York. Apds a guerra, em 1948, seus restos mortais foram transportados de

volta para a Franga pelo cruzador Jeanne d'Arc e enterrados no Pante&o.


https://en.wikipedia.org/wiki/Brownian_motion
https://en.wikipedia.org/wiki/Albert_Einstein
https://en.wikipedia.org/wiki/Matter
https://en.wikipedia.org/wiki/Sedimentation_equilibrium
https://en.wikipedia.org/wiki/Sedimentation_equilibrium
https://en.wikipedia.org/wiki/Nobel_Prize_for_Physics
https://en.wikipedia.org/wiki/Nobel_Prize_for_Physics
https://en.wikipedia.org/wiki/World_War_I
https://en.wikipedia.org/wiki/Nine_Choucroun
https://en.wikipedia.org/wiki/New_York_City
https://en.wikipedia.org/wiki/New_York_City
https://en.wikipedia.org/wiki/Panth%C3%A9on
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NIELS BOHR (1885-1962)

O trabalho do fisico dinamarqués e filésofo Niels Bohr foi a chave para o
desenvolvimento da mecanica quantica, transformando uma hipétese esbogada em
um conceito funcional. Pela fisica quantica ele expandiu a teoria de estrutura atdmica
de Rutherford e explicou o espectro do hidrogénio. Mas ele nunca subestimou as
complexidades envolvidas. Bohr comegou seus estudos na Universidade de
Copenhagen antes de se mudar para a Inglaterra para trabalhar em Cambridge e
Manchester. Mais tarde voltou para Copenhagen para fundar o Institute of Theoretical
Physics. Em 1922, ele recebeu o Prémio Nobel de Fisica. Durante a Segunda Guerra
Mundial, ele fez parte da equipe que estava desenvolvendo a bomba atédmica. Sua
carreira poderia ter seguido uma trajetéria diferente. Em 1908, por pouco ele nao foi
escolhido como goleiro da selegao nacional de futebol na Dinamarca. A perda no

futebol representou um ganho para Fisica.
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JAKOB LAUB (1884-1962)

Ele era filho de Abraham Laub e Anna Maria Schenborn. Laub, que se converteu
da fé judaica a catdlica e mudou seu nome de "Jakub" para "Jakob Johann", visitou
pela primeira vez a escola secundaria em Rzeszéw. As proximas estacdes foram
a Universidade de Viena, a Universidade de Cracdvia e, finalmente, a Universidade de
Gottingen, onde estudou matematica com David Hilbert , Woldemar Voigt, Walther
Nernst, Karl Schwarzschild e Hermann Minkowski. Depois ele foi para a Universidade
de Wirzburg, onde obteve o doutorado em 1907. Logo ele estabeleceu contato mais
proximo  com Wilhelm  Wien, Arnold  Sommerfeld, Johannes  Stark e Albert
Einstein . Quando ele viajou para Berna em 1908 para visitar Einstein (com quem se
correspondeu mais tarde com frequéncia e foi amigavel), ele o encontrou ainda
trabalhando como funcionario de patentes. Ele chamou isso de "piada da escada
[Treppenwitz] da histéria". Em 1909 ele se tornou colega de trabalho de Philipp

Lenard na Universidade de Heidelberg .
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Em 1911 ele emigrou com sua esposa Ruth Elisa Wendt para a Argentina. La ele
trabalhou no observatério geofisico e astrondmico em La Plata. Posteriormente,
obteve uma posicao de lideranca no Departamento de Fisica de Buenos Aires. Depois
de aceitar a nacionalidade argentina (com a variante do primeiro nome espanhol
"Jacobo Juan"), ele comegou a trabalhar no servigo diplomatico da Argentina. Em
1947 ele voltou para a Alemanha. Em sua nova cidade natal, Friburgo, ele enfrentou
problemas econdmicos e, portanto, vendeu parte de sua correspondéncia com
Einstein.

Em 1905, ele investigouos raios catodicosjunto com  Wilhelm
Wien. Posteriormente, ele investigou alguns topicos sobre relatividade especial e
escreveu em 1907 um importante trabalho sobre a 6tica de corpos em movimento. Em
1908, ele escreveu varios trabalhos junto com Einstein sobre as equagdes
eletromagnéticas basicas, que visavam substituir a formulagdo quadridimensional da
eletrodindmica de Minkowski por uma formulagao classica mais simples.

Tanto Laub quanto Einstein consideraram o formalismo do espago-tempo muito
complicado. No entanto, descobriu-se que o formalismo do espago-tempo de
Minkowski foi fundamental para o desenvolvimento posterior da relatividade
especial. Laub também publicou alguns artigos sobre efeitos relativisticos em gases
em 1910 ele escreveu um dos primeiros artigos de pesquisa sobre a
relatividade. Também nos anos seguintes, Laub ainda escreveu muitos artigos

cientificos sobre diferentes topicos.
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LUDWIG BOLTZMANN (1844-1906)

Ludwig Eduard Boltzmann (Viena, 20 de fevereiro de 1844 — Duino-Aurisina, 5
de setembro de 1906) foi um fisico austriaco, conhecido pelo seu trabalho no campo
da termodinamica estatistica. E considerado junto com Josiah Willard Gibbs e James
Clerk Maxwell como o fundador da mecéanica estatistica. Foi defensor da teoria
atdbmica, numa época em que esta ainda era bem controversa. No inicio do século XIX,
a quimica fez importantes progressos. Joseph Louis Proust elaborou alei das
proporcoes definidas. John Dalton derivou desta lei a existéncia de atomos como
elementos basicos estruturais de compostos quimicos e determinou as massas
atdmicas de numerosos elementos quimicos. Partindo da observagdo de que as
massas atbmicas sao aproximadamente multiplos da massa do atomo de

hidrogénio, William Prout formulou a hipotese de que o atomo de hidrogénio € o


https://pt.wikipedia.org/wiki/Viena
https://pt.wikipedia.org/wiki/20_de_fevereiro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1844
https://pt.wikipedia.org/wiki/Duino-Aurisina
https://pt.wikipedia.org/wiki/5_de_setembro
https://pt.wikipedia.org/wiki/5_de_setembro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1906
https://pt.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsico
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81ustria
https://pt.wikipedia.org/wiki/Termodin%C3%A2mica_estat%C3%ADstica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Josiah_Willard_Gibbs
https://pt.wikipedia.org/wiki/James_Clerk_Maxwell
https://pt.wikipedia.org/wiki/James_Clerk_Maxwell
https://pt.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A2nica_estat%C3%ADstica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_at%C3%B3mica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_at%C3%B3mica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Joseph_Louis_Proust
https://pt.wikipedia.org/wiki/Lei_das_propor%C3%A7%C3%B5es_definidas
https://pt.wikipedia.org/wiki/Lei_das_propor%C3%A7%C3%B5es_definidas
https://pt.wikipedia.org/wiki/John_Dalton
https://pt.wikipedia.org/wiki/William_Prout

93

elemento basico da matéria. Foi s6 no século XX que se descobriu que existe, além do
nucleo do hidrogénio, o préton, um elemento mais que forma o nucleo do atomo -
o neutrén. Na quimica, em meados do século XIX, a existéncia de atomos foi
reconhecida amplamente, e, no ano de 1869, a publicagdo da tabela
periddica por Dmitri Mendeleiev forneceu uma fundamentagao sistematica a teoria
atdmica.

Por outro lado, a teoria atébmica foi s6 parcialmente aceita no dominio dos
fisicos. Para muitas questdes fisicas investigadas na época, ela nao era relevante. Foi
s6 na ultima década do século XIX que a teoria atbmica foi atacada massivamente.
Entre os adversarios desta teoria encontravam-se ndo sé Ostwald, Helm e Ernst Mach,
cuja Epistemologia fenomenoldgica rejeitou a existéncia de atomos que nao fossem
acessiveis aos sentidos humanos. Estas tendéncias eram limitadas geograficamente
ao espaco da lingua alema e, parcialmente, na Franga (Pierre Duhem). Na Inglaterra,

estas teorias tiveram poucos partidarios.
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APENDICE C - TERMO DE AUTORIZACAO DE PUBLICAGCAO
DE PRODUGAO ACADEMICA

O estudante HUGO LEONARDO RAMOS DE ALENCAR do curso de Licenciatura
Plena em Fisica, matricula 20172001800056, telefone: (62) 92131212, e-mail
hleonardo30 @gmail.com, na qualidade de titular dos direitos autorais, em
consonancia com a Lei n°® 9.610/98 (Lei dos Direitos do autor), autoriza a Pontificia
Universidade Catdlica de Goias (PUC Goias) a disponibilizar o Trabalho de Conclusao
de Curso intitulado O MOVIMENTO BROWNIANO DE EINSTEIN, gratuitamente, sem
ressarcimento dos direitos autorais, por 5 (cinco) anos, conforme permissdes do
documento, em meio eletrénico, na rede mundial de computadores, no formato
especificado (Texto (PDF); Imagem (GIF ou JPEG); Som (WAVE, MPEG, AIFF, SND);
Video (MPEG, MWV, AVI, QT); outros, especificos da area; para fins de leitura e/ou
impressao pela internet, a titulo de divulgacao da producao cientifica gerada nos

cursos de graduacao da PUC Goias.
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