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RESUMO

Nessa pesquisa, busca-se verificar se o0 método das diferencas finitas com formulagao
explicita, produz boas aproximacdes quando € utilizado para resolver a Equagdo do Calor
unidimensional. Como a Equagdo do Calor é uma equacdo diferencial parcial, foi feita uma
discretizacdo do seu dominio para que ela pudesse ser reescrita como uma equagao algébrica.
A equacdo foi resolvida analiticamente e em seguida foram obtidas solucoes numéricas para
que os resultados fossem comparados. Sendo assim, ao final do trabalho foram apresentadas
solucgdes gréficas para um problema determinado e o erro presente na aproximacao foi calculado

para que pudessem ser feitas as devidas consideragdes.

Palavras chave: Equagao do Calor; ; diferencas finitas; discretizacao.
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ABSTRACT

The present research, sought to verify if the finite difference method with explicit
description, produces good approaches when used to solve one-dimensional Heat Conduction
Equation. As Heat Conduction Equation is a partial differential equation, it was done a domain
discretization so it could be rewritten in an algebraic equation. The equation was analytically
solved and subsequently numerical solutions were obtained so the results would be compared.
Therefore, at the research end, graphic solutions were presented to a certain problem and the

present error on the approximation was calculated so the due considerations could be done.

Key words: Heat Conduction Equation; Finite difference; Discretization.
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Introducao

Dentro do curso de matemética, ndo tem uma matéria voltada a solu¢do de equacdes
diferenciais parciais. Assim, fora da grade curricular, surgiu a oportunidade de conhecé-las, isso
trouxe entdo o interesse em pesquisar mais sobre o assunto. Em consequéncia disso, pdde-se
perceber que diversos fendmenos naturais observados no dia a dia sdo modelados por equacdes
diferenciais.

Interagdes entre cargas elétricas, movimento de particulas, transferéncia de energia e
massa, sdo alguns exemplos de situacOes as quais utilizamos uma Equag¢do Diferencial Parcial
(EDP).

Problemas que envolvem a conducdo e/ou dissipagdo do calor ja sdao estudados pelo
homem hé muito tempo. Um deles foi Jean Baptiste Joseph Fourier(1768-1830), responsavel
por formular corretamente a lei de propagacado do calor em seu trabalho intitulado Mémoire sur
la propagacion de la chaleur que foi publicado em 1807 (PIFER; AURANI, 2015).

Sendo assim, com base nas afirmag¢des de (FIGUEIREDO, 1977) pode-se dizer que
resolver uma EDP analiticamente nem sempre € uma tarefa facil. Muitas vezes s6 € possivel
obter solugdes para estas equagdes quando impomos uma série de restricdes ao problema. Dessa
maneira, a presente pesquisa justifica-se pelo fato de buscar resolver numericamente a Equagao
do Calor em uma dimensao.

Diante do que foi apresentado, este trabalho pretende responder a seguinte questio: o
método das diferengas finitas com a formulacao explicita fornece uma solu¢do numérica para a
equagdo do calor unidimensional, proxima da solucao analitica?

Assim, pode-se definir determinados objetivos principais a serem desenvolvidos no de-
correr do trabalho, sendo eles, resolver a equacdo do calor numericamente, e comparar a solu¢cao
numérica obtida a partir do método de diferencas finitas com a solu¢ao analitica unidimensional.

Para estabelecer esse objetivo, vamos dividir o trabalho em trés partes. A principio,

foi resolvida a equacdo do calor numericamente. Em seguida, serd feita a busca na literatura de



uma solu¢ao analitica para a mesma. Por fim, realizou-se uma comparac¢do da solu¢do numérica
obtida com a solu¢ao analitica.

A metodologia de pesquisa utilizada no trabalho € uma revisdo bibliogréfica junta-
mente com uma experimentagao do método numérico por meio de um software.

Foi mostrado no primeiro capitulo quais motivos levaram ao problema utilizado em
nossa pesquisa, referiu-se ao matemdtico responsavel pela elaboragdo da equacao do calor e
apresentou-se a obtencdo da mesma.

Posteriormente no segundo capitulo t€ém-se a construcado referente a solucdo analitica
de modo geral, em seguida mostrou-se a sua solu¢do particular e uma representacdo de seus
resultados.

O terceiro capitulo foi desenvolvido com o objetivo de descrever todos topicos numéricos
do trabalho, foi feita a apresentagdo do método utilizado em conjunto com a sua aplicacio e a
exposi¢ao do que foi obtido.

Inicialmente, ao final desde trabalho € esperado obter um resultado positivo em relacdo
ao método de diferencas finitas com formulacdo explicita e a equacao do calor, tornando o

método utilizado, uma nova op¢ao quando se trabalhar com esse tipo de problema.



Capitulo 1

Equacao do Calor em uma Barra

Foi apresentado neste capitulo o contexto histérico que motivou Fourier a iniciar as
suas investigagcdes e conseguinte se tem uma breve biografia a seu respeito. Por fim encerrare-

mos o capitulo ao mostrar a deducao para a equagao do calor.

1.1 Contextualizacao do Problema

A revolucdo industrial ocorrida no século XVIII, consolidou o desenvolvimento da
inddstria com a introdu¢@o das maquinas a vapor, a principio na drea téxtil e depois nos meio de
transporte, acontecimentos que chamaram a atencdo para os fendmenos relacionados ao calor
(PIFER; AURANI, 2015).

Diante disso, juntamente, manifestaram-se também os problemas associados a eles,
como o aumento da poluicao no ar, doengas e acidentes, além do superaquecimento das maquinas.
Influenciando pesquisadores a entender e explicar esses processos.

Dentre estes pesquisadores, Fourier foi um dos pioneiros e se tornou responsavel por
elaborar a equacao da condugdo do calor, e na solucao aplicar o uso das séries trigonométricas,
que hoje muitas vezes sao referidas com o seu nome. Gracas ao seu trabalho, possibilitou-se a
inicia¢do de novos estudos da matemadtica, com as aplicacdes ao calculo.

A equacgdo do calor, pode ser considerada uma EDP classica, devido ao seu valor
histdrico significativo como afirma (FIGUEIREDO, 1977). Isso porque esse foi um dos primei-
ros problemas modelados pelas Equacdes Diferenciais a aparecer aos matematicos, e Fourier a
frente de seu tempo, buscou compreender e explicar esses processos fisicos.

De acordo com (BOYCE; DIPRIMA, 2015), a motivacao para resolver essas equacoes
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vém do desejo em aprender sobre os processos fisicos que sdo representados por elas. Assim,
podemos destacar a importincia das equacdes diferenciais, em que elas explicam matematica-
mente problemas que sdo considerados naturais.

Ao analisar essa informacdo e a relacionar com o contexto histérico citado no comeco
do capitulo, compreende-se melhor os motivos de Fourier a desenvolver sua pesquisa. Porém,

isso ndo € tudo e para entender, é preciso saber de um pouco da sua historia.

1.2 Jean Baptiste Joseph Fourier

Com base em (EISENHAUER, 2007), foi exposta uma parte da historia do criador
da Equacdo do Calor, para agregar um valor ndo apenas matematico, mas também de cunho
histérico para o nosso trabalho.

Jean Baptiste Joseph Fourier, nasceu em Auxerre, Franca em 21 de marco de 1768, foi
o nono dos doze filhos do segundo casamento de seu pai Joseph Fourier. Seus pais acabaram
falecendo quando ele tinha apenas 9 anos de idade.

Na sua juventude estudou latim e francés, demonstrou ser uma “grande promessa”.
Em 1780 prosseguiu para a Ecole Ryale Militarie de Auxerre onde mostrou seus talentos para a
literatura. Mas aos 13 anos, a matematica se tornou seu verdadeiro interesse.

Quando adulto, esse interesse pela matemadtica permaneceu, com o desejo de realizar
um trabalho grandioso. Teve como mestres, nomes significativos como Laplace e Lagrange.
Envolveu-se com a politica, e possuiu cargos importantes na época da revolugdo francesa, con-
quistando o respeito e a confianca de Napoledo.

Assim, a pedido de Napoledao, Fourier foi para Grenoble e se ausentou do mundo
académico, algo que o entristeceu, todavia exatamente nesse periodo ele desenvolveu sua pes-
quisa sobre o calor.

Em seus dltimos anos, situado em Paris, ainda realizou pesquisas e publicagcdes de
artigos referentes a matematica pura e aplicada. Fourier morreu no dia 16 de maio de 1830 em
Paris na Franca. E deixou um trabalho de extrema importancia, ndo apenas na area de exatas,
mas em varios campos da ciéncia.

Sendo assim, o caminho percorrido por Fourier até a apresentacdo da férmula geral
da equacgdo do calor nao foi fécil, ele enfrentou diversas dificuldades, tanto na sua concep¢ao
quanto na aceitagdo dela. Assim ele foi realizando mudangas gradualmente até chegar ao seu

estado final.
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Este trabalho final foi denominado Théorie analytique de la chaleur publicado em
1822 onde ocorreu em termos mais claros a representacdo de uma funcdo por uma série tri-
gonométrica, concluindo um estudo marcado por duvidas e controvérsias mantidas entre os
matematicos eminentes (FIGUEIREDO, 1977).

A seguir, apresentou-se uma dedug¢do para a Equacao do Calor, € a mesma serviu como
modelo matemético para realizar as solucdes e comparacdes que eram o objetivo geral do nosso

trabalho.

1.3 Obtencao da Equacao do Calor

Consideremos uma barra de material condutor de calor, homogénea e finita, em que a
superficie lateral estd isolada, de tal modo que o calor s6 pode ser adicionado de forma externa
pelas extremidades. Gragas a homogeneidade e ao isolamento térmico o fluxo de calor se da
na direcdo zx, tornando o problema unidimensional. Além disso, o calor especifico (7) e a

condutividade térmica (k) sdo constantes.

L

Figura 1.1: Barra Condutora de Calor
Fonte: Autoria propria

A figura (1.1) traz uma ideia menos abstrata para nossas consideracdes, porém nao
necessariamente precisa ser este o formato da barra, e ainda pode-se também utilizar mais de
uma dimensao, mas o nosso problema € unidimensional.

A deducao apresentada a seguir foi baseada em (ZILL; CULLEN, 2001). Partiu-se das
leis fisicas, que podem ser consideradas empiricas, ou seja, sdo baseadas na experiéncia e na

obervacao.
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A primeira € a lei da calorimetria, que adotou-se a seguinte formulacao,

Q = ymaoT (1.1)

Sendo que,

* () é a quantidade de calor (J);

* m é a massa do corpo (g);

T € a temperatura (°C);
» ~ = calor especifico (J/g°C);
Posteriormente temos a lei de difusao de Fourier,

or

Em que,

@: é a Quantidade de calor em fun¢do do tempo (J/s);

* A ¢ a area perpendicular ao fluxo de calor (m2);

k € a condutividade térmica (W/m.C);
* 1 € a posicdo na barra (m);

A partir de (1.2), vamos calcular o fluxo de calor em dois momentos quaisquer, sendo
eles distintos,
or orT oT oT

Em seguida, derivou-se a equagdo (1.1) pelo tempo (), m foi substituido por p.Az, é

. . ~ . ~ m
possivel realizar essa operacao devido a relagao p = g
x

oT
Q¢ = WME (1.4)

Sendo,



1.3 Obtencao da Equacdo do Calor

a densidade linear da barra (kg/m);
x

Igualando as equagdes (1.3) e (1.4), temos,

oT oT oT
kA %(x + Az) — 92(0) =pAz o
o T T
vp Ax ot

Tomando, Az — 0, tem-se:

FAQPT 0T

vp 02 Ot
kA

Chamemos — de a2, entdo

vP

LT 9T

a’— ==

0x? ot

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

A partir da equagdo (1.8), estamos capacitados a calcular a temperatura ao logo da

barra que foi descrita em qualquer posicdo e a qualquer instante de tempo. Sendo assim, pode-

mos destacar que (1.8) esta em funcio da posi¢do x na barra e do tempo t. De modo que, a?

ser4 a difusividade térmica, com unidade m* /s.

No préximo capitulo, dando continuidade aos nossos objetivos, vamos fazer a introducao

referente a parte desenvolvida com base na andlise matematica da pesquisa, expondo a solug¢do

do problema que estamos dispostos a resolver, a principio essa solu¢ao serd mostrada analitica-

mente.

Nesse contexto, vale ressaltar a énfase que abordamos na importincia do contexto

histérico que estamos trabalhando, assim estaremos transitando entre a histéria por traz dos

ocorridos e o desenvolvimento matematico.



Capitulo 2

Solucao analitica da Equacao do Calor

Neste capitulo apresentaremos uma solucdo analitica para a equagdo do calor, em se-

guida foi realizada a exposicao comentada dos resultados analiticos obtidos.

2.1 Solucao Geral

Como foi visto em (1.8), conseguimos medir a temperatura ao longo de uma barra com
comprimento conhecido em qualquer posi¢cao x € em um instante de tempo ¢ definido. Ou seja,
a solug@o da Equacdo do Calor é uma fungédo 7'(z, t).

As condicdes para a barra apresentadas no Capitulo 1, permanecem de modo que temos
entdo um problema de valor inicial e de fronteira (FIGUEIREDO, 1977), problemas desse tipo
sdo denominados PVIFE.

Nesse contexto, aplicando o método da separacdo de varidveis na equagao foi possivel
satisfazer ambas as condicdes isoladamente, chegando em uma solucdo geral para a formula
apresentada em (1.8).

Nao foi feita a demonstragao de modo completo, pois foge ao foco do nosso trabalho.
Deste modo, segundo (ZILL; CULLEN, 2001, p.257), podemos afirmar que a solucao geral é
dada por:
nwa\?
_> .

T(z,t) = i b, sen <H—7LT:C>6< L (2.1)
n=1

Temos entdo em (2.1) que L serd o comprimento da barra, a € a difusividade térmica e

b, € denominado coeficiente de Fourier que foi determinado da seguinte forma:
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A partir da condi¢do inicial da distribui¢ao inicial da temperatura,

T(x,0) = f(x).

Fizemos a substituicdo dessa condi¢do em f(x), para compreender que a distribuicéo

vai depender da temperatura inicial da barra.

f(z) = ibn sen <?)

Feita a substitui¢do, obteremos entio,

L
b, = %/0 f(x)sen (?)dm 2.2)

A partir disso, b,, assume essa forma pelo fato da fun¢do com a qual estd sendo tra-
balhada ser uma funcdo impar e periddica, de modo que, seu periodo € 2L (FIGUEIREDO,
1977).

Segundo (FIGUEIREDO, 1977), Fourier acreditava que qualquer func¢do poderia ser
expressada pelas séries trigonométricas, o que foi desmistificado futuramente por Johann Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859). Porém, é de Fourier o mérito por explicar com clareza
como uma funcdo seria representada pelas séries.

Seu trabalho careceu de rigor, o que é compreensivel, pois quando ele o desenvolveu,
a andlise ndo estava precisamente formulada. Na verdade problemas como os da convergéncia
da série de Fourier que levaram outros matemaéticos a formular mais cuidadosamente a andlise
(FIGUEIREDO, 1977).

Conhecemos agora, a solucdo analitica para a Equagao do Calor, vamos aplica-1a em
um problema selecionado para resolver ele analiticamente, com o objetivo de futuramente com-
parar com a solu¢do numérica.

Para desenvolver a solucao analitica, foi utilizado a férmula demonstrada neste capitulo.
Sendo assim, vamos descrever uma situacao adversa a ser respondida, de modo que t€ém-se a

inten¢do de resolve-14 detalhadamente .
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2.1.1 Solucao Particular

Consideremos uma barra de comprimento 7, difusividade térmica 1, temperatura ini-
cial 100 e temperatura nas extremidades igual a 0. Dadas estas condic¢des, qual serd a fun¢do
que calcula a temperatura ao longo da barra com o passar do tempo?

Esse é um problema de valor inicial que estamos interessados em resolver. E sabido
que T'(x,0) = f(x) = 100. Sabe-se ainda que 7°(0,¢) = 0 e T'(w,t) = 0.

Analisando as informacdes que possuimos, utilizaremos entdo a equagdo (2.1) e o
coeficiente de Fourier (2.2) para encontrar uma fungdo 7'(z, t) que resolva esse problema.

Seguindo as condigdes dadas para a situacdo abordada, temos que f(z) = 100, a = 1

e L = 7. Substituindo esses valores na equagao (2.1):

™

e ()
T(e,t) = bysen (@> e\ T (2.3)
n=1

Note que na equacdo (2.3) m aparece duas vezes multiplicando e dividindo as fragdes,

disso podemos obter entao,

T(x,t) =) b, sen (nz)e"" (2.4)
n=1

Logo, precisamos encontrar agora o valor de b,,, para isso foi usado (2.2), assim subs-

tituindo os valores que nos foram dados,

2 s
b, = = / 100 sen (@> dz 2.5)
0

™ ™

Novamente na equacdo (2.5) pode ser feita a simplificacdo de 7 na expressdo, desse

modo temos,

2 ™
b, = — / 100 sen (nx)dx (2.6)
m™Jo
ou ainda,
2 ™
b, = 200 sen (nz)dx 2.7)
T Jo

Deve-se entdo usar a substitui¢do de varidveis para resolver a integral. Para isso vamos

considerar u = (nz) e du = ndx presente na integral em (2.7) e teremos,



2.1 Solucdo Geral 11

~ 200 (7 sen(u)
T Jo n

b, du (2.8)

Como n ndo € a varidvel a ser integrada nessa situacao, ele assume o comportamento

de uma constante, entdo podemos reescrever da seguinte forma:
200 (™1
=— [ —sen(u)du (2.9)

T Jo n

bn

Aplicando a propriedade multiplicativa em (2.9), é possivel mover a constante para o

lado de fora,

2001 [T
b, = ——/ sen (u)du (2.10)
™ nJ
Agora que as constantes foram retiradas de dentro da integral, a expressdo foi composta
em,
200 [”
b, = — sen (u)du (2.11)
nm Jo
Dessa maneira, podemos calcular a integral facilmente e obteremos entao:
200
b, = —(— o 2.12
— (— cos(w)/; @12)
Voltando para a variavel original com a qual estamos trabalhando, temos assim,
200
b, = —— T 2.13
— cos(nm) /5 (2.13)
Usando o teorema fundamental do cdlculo, a expressao presente em (2.13) € o mesmo
que:
b — 200 cos(nm) (_200 cos(n 0)) (2.14)
nm nm

Esse serd o nosso valor para (b,,). Porém, pode-se ainda simplificar a expressao (2.14),

=200 cos(nm) + 200

nm

bn, (2.15)

Tendo encontrado o valor de do nosso coeficiente de Fourier(b,,), podemos entio fazer

a substituicdo de (2.15) em (2.4), encontrando:
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T(x,t) = ¥ 3 <_ s (Z”) i 1) sen (na)e™! (2.16)

n=1
A fungdo (2.16) € a solugdo analitica que procurdvamos. Tendo o seu conhecimento,
somos capazes de demonstrar os resultados analiticos para o nosso problema, como haviamos

mencionado anteriormente.

2.1.2 Representacao grafica da solucao

O resultado mostrado em (2.16) é apresentado graficamente na figura a seguir para

diferentes instantes de tempo.

100

—1=0.5s
1=0.8s

80

[=}]
(=]

Temperatura
I
o

20 1

Figura 2.1: Solugdes Analiticas
Fonte: Autoria prépria

Note na figura (2.1) que a temperatura vai diminuindo ao longo da barra, com o passar
do tempo. Observamos ainda que, como era esperado, a temperatura nas extremidades perma-
nece nula.

No préximo capitulo resolveremos o mesmo problema numericamente e serdo feitas

comparacdes com os resultados obtidos pelo método analitico.



Capitulo 3

Solucao numérica da Equacao do Calor

O presente capitulo foi voltado para a apresentacdo dos resultados numéricos obtidos

com o método empregado.

3.1 Método de Diferencas Finitas

Durante a nossa caminhada como discente na graduagdo temos contato com o célculo
numérico, basicamente lidamos com problemas dos quais ndo conseguimos obter uma solugdo
analitica, assim realizamos calculos para chegar em solucdes numéricas.

O surgimento do computadores nos anos 40 incentivou o uso e o desenvolvimento dos
métodos numéricos (CHAPRA; CANALE, 2016). Hoje em dia os computadores estdo em um
crescimento progressivo, isso permite que o cdlculo numérico ajude na resolucio de problema
antes ndo soluciondveis. Dessa maneira, hoje t€ém-se novas alternativas para solucionar pro-
blemas mais complicados, como as calculadoras, softwares e programas que sao desenvolvidos
para aplicar diretamente esses métodos.

Antes da existéncia dos computadores era necessario utilizar métodos analiticos para
se obter a solucdo de certos problemas, apesar das suas utilidades, ocorria um desperdicio de
tempo e energia desenvolvendo célculos extensos e cansativos.

A partir das ideias de (CHAPRA; CANALE, 2016, p.5), podemos apontar dentre uma
das fun¢des dos métodos numéricos, que eles tem a capacidade de reduzir cdlculos mateméticos
mais avancados em operagOes aritméticas basicas tornando praticos topicos que poderiam ser
considerados obscuros se tratados de outra forma.

Dentre esses, vamos usar o método das diferencas finitas, que tem como ideia ge-

13
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ral discretizar uma equacdo diferencial e substituir as derivadas presentes nesta equacao por
aproximacoes contendo apenas valores numéricos, como nos mostra (FRANCO, 2000).

Fazendo isto, estamos tornando o processo para obter a solu¢ao mais simples, ou seja,
€ mais facil trabalhar com uma equacgao algébrica ao invés de uma diferencial, e nesse caso
ainda contamos com a ajuda da maquina.

Sendo assim, apesar do nosso problema ser unidimensional, trabalhamos em um dominio
que possui duas varidveis (espacial e temporal). Por isso, € necessdrio que fagcamos esse pro-
cesso nas duas separadamente.

Dentro dos métodos das diferencas finitas, ha diferentes formulacdes. Uma delas, é
a formulacdo explicita ou também pode ser chamado de progressiva, essa se caracteriza por
colocar o termo desconhecido separado do restante dos termos da equagao.

Implementando esse método computacionalmente, conseguimos encontrar determina-
das aproximacdes numéricas para o problema que estamos abordando, e esperamos obter uma

solucdo semelhante a analitica encontrada no capitulo anterior.

3.2 Derivada Numérica

Para a discretizacao, € necessario apresentar a definicao do que € uma derivagao numeérica,
pois ela estd diretamente ligada ao método das diferengas finitas.

A derivagdo numérica € uma forma de encontrar uma aproximacao para a derivada a
partir de um conjunto de pontos discretos e consiste em tomar um ponto conhecido x e calcular

a sua diferenca em relagdo a um ponto préximo, xy — Az por exemplo, da seguinte forma:

f(zo — Ax) — f(w0)
Az

[ (zo) = 3.1

Dessa maneira, quanto menor o valor de Az, desde que Ax # 0, melhor serd a
aproximacao feita pelo método, porém sempre havera um erro a ser considerado.

Essas diferencgas, podem ser atrasadas, centradas ou avancadas, tudo depende de qual
ponto proximo a x vamos considerar. Sabendo disso podemos deixar claro, que em nossos
calculos vamos usar as diferencas centradas e avancadas.

Uma forma de fazer essa aproximacao da derivada numérica € por meio da expansao

da série de Taylor, que pode ser expressada da seguinte forma:
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Fle) = Fle) + f @) —a) + 2

3.2.1 Derivada Avancada de Primeira Ordem

Diante dessas informacdes, a diferenca avancada sera utilizada na derivada de primeira
ordem. Assim, apropriando-nos da expansdo presente em (3.2) para f, podemos escrever a

derivada para um ponto inicial x; da seguinte forma:

f(xi-i-l) - f(xz)

fl(a:) = Ay

(3.3)

Ao fazer a aproximacao da derivada utilizando o Polindmio de Taylor, cometemos um
erro que mostraremos adiante.
Para mostrar esse erro cometido, voltaremos em (3.2) e vamos aproximar a derivada

novamente cCom r = ;4.

J ()

n!

f(riga) = flz) + f/(:ci)Ax + / ;lxﬁ (Ax)z I

(Az)" (3.4)

Ao isolar o termo que contém a primeira derivada:

Tip1) — Jx (i 2 ") (2 n
ey = LI (L) gy L0

Ax 2! n!

O termo dentro dos parénteses € o erro que cometemos nesta aproximacao, portanto:

@) ()
Bla) = (f é! TN n(, )(Ax) ) 3.5)
ou: " )
B =S k('xi>(Ax)’f (3.6)
k=2 )

3.2.2 Derivada Centrada de Segunda ordem

Para a derivada centrada de segunda ordem a aproximacao no Polindmio de Taylor

precisa da diferenga avancada:
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P = ; AZ)Q 2/ (i01) — 2£(2) — 2f () A | (3.7)
e da diferenca atrasada:
1 /
£~ (o [2 Flait) — 2f () + 2f (xi)m} (3.8)

Adicionando-se (3.7) e (3.8), chegamos ao seguinte resultado:

" 1
2f (x:) = (Ar)? 2f(@i—1) — 4f (@) + 2f (i3]
Finalmente:
" 1
f(zi) = (Ax) [f(zic1) = 2f(2:) + f(2i41)] (3.9)

O resultado obtido em (3.9) € a aproximagdo para a derivada de segunda ordem em
diferencas centradas

Para conseguir obter a expressao do erro para a derivada de segunda ordem em diferencgas
centradas, desenvolveu-se 0 mesmo processo andlogo a obtencdo da expressao da propria deri-

vada. Sendo assim, chegaremos ao seguinte resultado:

— [ (z))
E(z) =2.) B

k=3

(Az)Z*-D (3.10)

A seguir vamos apresentar a discretizacdo da Equacgdo do Calor a partir da formulagao

explicita que citamos anteriormente, usando as diferencas que foram apresentadas acima.

3.3 Discretizacao da Equacao do Calor

Com base em (FRANCO, 2006), para encontrar os pontos discretos foi feita a divisao
do intervalo [0, L] em N partes iguais de comprimento Az, obtendo assim, os denominados
N + 1 pontos na sobre o dominio da posi¢do z, de modo que x; = Az, 0 < i < Ne
A L

r=—".
N -1

De forma andloga, dividindo o intervalo [0, ¢] em M partes de comprimento At¢, encon-

tramos os pontos M + 1 do tempo t, esses foram dados por: £, = nAt, 0 < n < M.

Sendo assim, no dominio da equacdo encontraremos uma aproximacao da solu¢ao nos



3.3 Discretizacdo da Equacgdo do Calor 17

pontos determinados por (z;,t,). Essa solu¢do é dada por uma por uma malha, que é um
conjunto de pontos de passo Ax associados a ;.

Adotaremos a seguinte simbologia:

"

2

em que, 7 significa 0 a posi¢do e n representa o contador de tempo. Por exemplo, 7 quer dizer:
a temperatura na posi¢ao 2 no instante de tempo 1.

Agora que estamos cientes das definicdes que foram preestabelecidas e necessarias
para o desenvolvimento dos célculos, faremos a exposi¢ao da discretizagao da equagdo por
meio do método numérico.

Primeiramente foi aplicada a diferenca centrada na derivada de segunda ordem em
relac@o a posi¢cao x da equagdo (1.8),

0T 1

Ty, —21) +T7) (A2

@:( o (3.11)

Conseguinte usando a diferenca avangada ou progressiva, encontraremos a aproximagao

da derivada de primeira ordem,

oT _ Tin—&-l _ Tzn

= - 3.12
ot At ( )
Substituindo (3.11) e (3.12) em (1.8) obteremos a seguinte expressao:
“_2 (T,n T T ) — i (T,n+1 — T,n) (3.13)
(Am)2 i+1 % i—1 At 7 7 :
Multiplicando ambos os lados da equagdo por At, encontramos:
a’At At
— (T, = 2T +T",) = — (T — 17 3.14
(ALU)2( 141 7 + 271) At( 7 z) ( )
Simplificando,
QQAt n n n n—+1 n
A (T =21+ T,) = (T = 17) (3.15)
Como T, é 0 elemento que estamos procurando, vamos isol4-lo,
At
Tyt = S (T, — 207+ T ) + I (3.16)

(Az)?
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2Nt
Chamando h de A e aplicando a propriedade da distributividade em (3.16),
x

TP = NI = 20T + AT + T (3.17)

Colocando 77" em evidéncia para obter,

TM = 2T+ (1= 20T + MT, (3.18)

Feito esse processo, podemos dizer que a equacgdo (3.18) € a discretizacao de (1.8), ou
seja, transformamos ela em uma equacgdo algébrica. A partir dela encontramos aproximacgoes

para a solucdo numérica da a Equacao do Calor.

3.4 Molécula de calculo e Condicao CFL

A figura abaixo é conhecida como molécula de calculo computacional e nela verifica-

se graficamente oque estd descrito em (3.18).

o o on + 1
0 1 N

e ; ®

0 i N

Figura 3.1: Molécula de Célculo
Fonte: Autoria propria

Analisando de forma mais clara a figura (3.1), note que possuimos trés pontos vizinhos
do instante de tempo n que conhecemos os seus valores relacionados com o ponto desconhecido
¢ do instante n + 1.

Dessa maneira, utiliza-se esses trés pontos com valores conhecidos para calcular a
temperatura em ¢ no préximo instante por meio das coordenadas presentes no instante anterior.

Assim, calculamos as temperatura em diferentes posi¢cdes por meio das aproximacoes.

Acredita-se que quanto menor for a distancia entre os pontos, melhor sera o resultado obtido.
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Para que o método apresente estabilidade na solu¢do do problema, € necessario que
uma condig¢do seja atendida.

Segundo (NEVES, 2019), essa condi¢cdo denominada CFL em homenagem aos devidos
criadores Courant, Friedrichs e Lewy, é fundamental para a convergéncia quando se trata de
aproximagoes numéricas de equagdes diferenciais parciais lineares ou ndo lineares.

Desse modo, com base no trabalho de (NEVES, 2019), temos que para qualquer es-
quema numérico que esteja na forma explicita, exatamente como no nosso caso, a condic¢ao é

valida desde que —1 < A < 1, ou seja,

a’At
(Ar)?

<1 (3.19)

Diante disso, foi apresentado os valores para Az e At, afim de mostrar que eles
satisfacam a condicdo CFL em nossos cdlculos.

Para nossa primeira simulac¢ao as medidas assumidas foram:

Tabela 3.1: Tabela dos valores para a primeira simulacao

Constante | Valor admitido
Az 0.0062
At 0.000017
A 0.4422476

Fonte: Autoria Propria

Por outro lado, para a segunda simulac¢do feita os cdlculos foram concebidos a partir

de,

Tabela 3.2: Tabela dos valores para a segunda simulagdo

Constante | Valor admitido
Ax 0.0031
At 0.000041
A 0.4266389

Fonte: Autoria Propria

O objetivo principal do nosso trabalho € verificar se essa aproximagao obtida é estavel.

Para isso, adiante apresentaremos a solu¢do numérica.
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3.5 Solucoes Numéricas

A equacdo (3.18) foi implementada computacionalmente por meio de um céodigo de-
senvolvido em um programa de uso livre denominado Octave. Ele é um software de linguagem
computacional desenvolvido por James B. Rawlings e Jhon G. Ekerdt (EATON, 1997).

A aplicacdo do método que escolhemos dentro do software aconteceu a partir do pro-
cesso de transcrever no programa a equacao (3.18), de modo que ele fosse capaz de nos fornecer
ambas os resultados graficamente.

Diante dessas informacdes, as solugdes numéricas obtidas para todos os instantes de

tempo sdo apresentados na figura a seguir, analogamente as solugdes analiticas do capitulo 2,

100

80

(=]
(=]

Temperatura
i
o

20 /

Figura 3.2: Solu¢des Numéricas (Az = 0.0062)
Fonte: Autoria prépria

Analisando a figura (3.2) € possivel verificar visualmente que as solugdes estao proximas
das encontradas na figura (2.1)
Para contribuir com essa afirmagdo, apresentaremos as solu¢do numéricas e analiticas

nas mesmas figuras para todos os instastes de tempo separadamente.
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3.6 Simulaciao numérica para Ax = 0.0062

Adiante serdo exibidos os graficos desenvolvidos para comparar melhor 0s nossos re-

sultados:
100 r 100 r
— Solugdo Numérica — Solugdo Numeérica
— Solucédo Analitica —Solucédo Analitica
80 | — 80 |
© | ©
-E 60 g 60 |
(0] ()
o aQ %
£ 40 E 40
() ()
[ = \
20r 20 \
A
0 : 0 . : : : . .
1.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3
X X
(a) Temperatura no instante t = 0.5 s (b) Temperatura no instante t = 0.8 s
100 r 100 r
— Solugdo Numérica — Solucdo Numérica
— Solucédo Analitica —Solucédo Analitica
80 80
© ]
5 5
E 60 | E 60 |
() [0}
Q. B Q.
£ 40 £ 40
() [}
2 [ §
20 f - 20t
0 . . . . : 0 : : .
0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3
X X
(c) Temperatura no instante t = 1.0 s (d) Temperatura no instante t = 1.5 s

Figura 3.3: Representac@o das solu¢des numéricas e analiticas (Ax = 0.0062)
Fonte: Autoria prépria

No figura (3.3(a)), observe que no centro da barra a solugdo numérica comeca a di-
vergir da analitica. Porém, ambas as solucdes percorrem os espacos de maneira regularmente
proximas, sendo esse um ponto positivo para nosso método.

Nota-se visivelmente que no segundo grafico presente em (3.3(b)) em relagdo ao pri-
meiro a aproximacdo teve uma leve melhoria, principalmente no centro da barra onde havia

uma diferenga mais consideravel.
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Aparentemente nos instantes de tempo ¢ = 1.0s e ¢ = 1.5s temos as aproximacoes
com melhores resultados estabelecidos pelo método, de modo que a diferenciacio entre ambas
as solugdes € quase imperceptivel. A temperatura tem admitido praticamente os mesmos valores
por quase todo o espaco.

Sendo assim, faz-se uma andlise de modo geral do resultado das nossas aproximacoes,
o método mostrou 6timos resultados.

A andlise dos gréficos até o presente momento aconteceu apenas visualmente. Apesar
de ser possivel considerar o resultado da aproximacao de modo positivo, precisamos quantificar
o erro existente na solucdo. Entende-se por erro a diferenca entre o resultado esperado e o
resultado obtido, nesse caso, solu¢do analitica e solu¢cdo numérica.

Na tabela a seguir estdo representados os valores obtidos para o erro.

Tabela 3.3: Tabela das Normas em cada instante de tempo (Ax = 0.0062)

Instante de tempo | Erro calculado
t=20,5s 0.28405
t=0,8s 0.21455
t=1,0s 0.21139
t=1,5s 0.21067

Fonte: Autoria propria

Para calcularmos os erros presentes na tabela (3.3) foi utilizada a norma euclidiana do

vetor diferenca normalizado. Ou seja:

1 = 1
T

T — T
max7T’ max7’

diferenca =

Sendo 7" a solugdo analitica e 7" a solu¢cdo numérica.

3.7 Simulaciao numérica para Az = 0.0031

Visando melhorar a solu¢do apresentada anteriormente foi feita outra simulagcdao dobrando-
se a quantidade de pontos, consequentemente diminuindo o valor de Az. Os resultados sao

apresentados abaixo:
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100 100
— Solucdo Numérica — Solucdo Numérica
— Solucédo Analitica — Solucédo Analitica
80 — 80 f
. . o
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E 40 E 40
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20 20 f
0 : 0 : : : : : :
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(c) Temperatura no instante t = 1.0 s (d) Temperatura no instante t = 1.5 s

Figura 3.4: Representag@o das solu¢des numéricas e analiticas (Az = 0.0031)
Fonte: Autoria propria

Ao analisar o instante de tempo ¢ = 0.5s presente em (3.4(a)), a sua comparacao
com o primeiro resultado, a diferenga no centro da barra da barra permaneceu, mesmo tendo
aumentado significativamente os pontos.

Feita a verificacdo dos demais graficos situados na figura (3.4) de forma nitida a
aproximacao sofreu uma ligeira otimiza¢do de modo que € quase insignificante a discrepancia
entre as solugdes.

Nesse contexto, de maneira andloga vamos analisar quais mudancas essa segunda
simulagdo trouxe para a nossa apuracao da norma euclidiana, pois € esperado que a aproximacao
se torne ainda mais eficiente a medida que aumenta-se a quantidade de pontos calculados, assim

esses erros foram colocados na tabela a seguir.
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Tabela 3.4: Tabela das novas Normas em cada instante de tempo (A = 0.0031)

Instante de tempo | Erro calculado
t=0,5s 0.27756
t=0,8s 0.15506
t=1,0s 0.15030
t=1,5s 0.14930

Fonte: Autoria propria

Verifica-se uma diminui¢do do erro uma vez que utilizamos uma quantidade maior
de pontos na malha espacial. Contudo, percebeu-se um aumento significativo no tempo de
execucao do codigo.

No proximo capitulo serdo feitas as consideragdes da presente pesquisa.



Capitulo 4

Consideracoes finais

Considerando os nossos resultados finais, foi possivel perceber que a formulagdo explicita
do método de diferencas finitas mostrou-se estdvel apresentando solu¢do numérica proxima a
solugdo analitica. Isso foi verificado graficamente e por meio do calculo do erro.

Percebeu-se ainda que o custo computacional para uma malha mais refinada é muito
grande e o resultado obtido nao apresenta melhoria significativa.

Outra consideracdo importante € o fato de que a solu¢do numérica traz gasto com-
putacional enquanto a solu¢do analitica depende exclusivamente de esforco humano. Sendo
assim, cdlculos trabalhosos muitas vezes sao empregados. Em contrapartida, o computador se
encarrega de executar o c6digo obtido apds a discretizacao.

Ha outros métodos e formulacdes que podem ser utilizados para resolver o mesmo

problema e fica aqui uma sugestdo para futuros trabalhos nesse sentido.
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