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RESUMO

Equagdes diferenciais parciais aparecem como modelo mateméatico em muitos fenomenos
fisicos presentes em nossas vidas. A solucio dessas equacOes nem sempre pode ser obtida por
meio de métodos analiticos. Sendo assim, o trabalho tem como objetivo principal resolver
a equacdo da onda em uma corda por meio de um método numérico, a saber, o método das
diferencas finitas e comparar a solu¢do numérica obtida com a solucao analitica da equagao da
onda. Para utilizagdo do método numérico foi feita a discretizagdo da EDP, obtendo-se com
isso equacoes lineares que foram implementadas computacionalmente utilizando-se o software
octave. Para os resultados obtidos, foram avaliados os erros numéricos, verificando-se assim a

estabilidade e eficiéncia do método.

Palavras chave: Equagdes Diferenciais Parciais; Equagdao da Onda; Método Numérico;

Meétodo das Diferencas Finitas.
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ABSTRACT

Partial differential equations appear as a mathematical model in many physical pheno-
mena present in our lives. The solution of these equations cannot always be obtained through
analytical methods. Thus, the main objective of this work is to solve the wave equation on a
string using a numerical method, namely, the finite difference method and to compare the nume-
rical solution obtained with the analytical solution of the wave equation. To use the numerical
method, EDP was discretized, thus obtaining linear equations that were computationally imple-
mented using the software octave. For the results obtained, numerical errors were evaluated,

thus verifying the stability and efficiency of the method.

Key words: Partial Differential Equation; Wave Equation; Numerical Method; Finite

Difference Method.
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Introducao

Uma onda pode ser entendida como uma perturbacdo que se espalha por um meio,
apoés a vibragdo de alguma fonte, denominada fonte da onda. Ao se propagar, a onda trans-
fere energia, sem transportar matéria, o que significa que, apds a perturbacdo cessar, todos os
pontos do meio perturbado estardo na mesma posicdo em que se encontravam antes (JUNIOR;
FERRARO; SOARES, 2015).

Como exemplo pode-se citar o movimento executado pelos pontos de uma corda es-
ticada, com as extremidades fixas (como uma corda de violdo). Ao ser tocada a corda vibra e
cada um de seus pontos executa um movimento de sobe e desce, ocupando ao longo de certo
periodo de tempo diferentes posicdes na vertical.

Considere uma corda de comprimento L com as extremidades fixas. O deslocamento
y de cada ponto da corda medido em relacdo a posi¢do inicial (corda em repouso) depende da
posicdo x e do instante de tempo ¢ e, segundo (ZILL, 2001), pode ser determinado pela equagao
da onda unidimensional

Oy 0%

o2 “oe )

1
em que ¢ = —, sendo v a velocidade de propagacdo da onda naquela corda dada por:
v

T
V
em que 7' € a trac@o da corda esticada e i € a densidade linear da mesma.
De acordo com essas defini¢des, a equacido da onda em uma unica direcdo € caracte-
rizada equacdo diferencial parcial linear de segunda ordem, e sua solug@o geral é formada pelo
conjunto de fungdes y(z, t) que satisfazem a igualdade em (1).

Para se obter a solucdo analitica de equagdes diferenciais parciais € necessario impor



uma série de restricoes. Na maioria das vezes € dificil chegar a solu¢@o por esse meio.

Tendo em vista o que foi apresentado até aqui, a presente pesquisa tem a finalidade de
verificar a efici€ncia e estabilidade da solu¢ao numérica da equacdo da onda em uma corda pelo
método das diferengas finitas.

Dessa forma, o objetivo geral desse trabalho foi utilizar um método numérico para
obter uma solugdo para um caso especifico da equacao mostrada anteriormente, comparando-a

com a solucdo analitica. Para tanto, definimos os seguintes objetivos especificos:
e Obter uma solugdo particular para a equagao;
e Utilizar o método das diferencas finitas para resolver a equacdo numericamente;
e Implementar computacionalmente o método escolhido.
e Comparar a solu¢ao numérica com a solugdo analitica.

Para se atingir os objetivos descritos foi feita uma revisao bibliografica e aplicamos,
no caso da solu¢do analitica, o método de separacdo de varidveis e, para determinar a solugcao
numérica, o método das diferencgas finitas.

No capitulo 1 desta pesquisa serd verificado alguns conceitos fisicos sobre a ondu-
latoria e em seguida serd apresentada a deducdo para a equacdo da onda em uma corda.

No capitulo 2 seré utilizado o método de separagdo das variaveis como possibilidade
de resolver a equacdo analitica. Ao final dele, sera resolvido um problema para exemplificar o
método.

O capitulo 3 mostrard o desenvolvimento utilizado para resolver o mesmo problema
por meio de um método numérico. Serdo obtidas as aproximagoes numéricas para as derivadas
que aparecem na equacdo (1), em seguida serd apresentado as solu¢des obtidas por meio do
método numérico e trataremos de avaliar os erros cometidos.

No Capitulo 4 serdo feitas as devidas consideragoes.



Capitulo 1

Equacao da Onda Unidimensional

1.1 O que sao ondas?

O som que ouvimos, 0s objetos que enxergamos, as mensagens que recebemos em
nossos smartphones e a estagao de rddio que sintonizamos, estas coisas tdo comuns no nosso
dia, se conectam por meio de um fendmeno fisico: o movimento ondulatério. Por esse tipo
de movimento, energia € transferida sem que haja o transporte de matéria entre dois pontos
distintos (HEWITT, 2015).

Pode-se compreender melhor esse fendmeno pensando em duas pessoas segurando
uma corda esticada pelas suas extremidades. Conforme ilustrado pela figura 1.1 de um lado a
pessoa sacode a corda para cima e para baixo e a partir dai, uma perturbacado € produzida. Tal
perturbacao ird se propagar até a outra a extremidade, porém cada ponto da corda executard

apenas um movimento de sobe e desce.

Figura 1.1: Representacdo da onda em uma corda

Fonte: (JUNIOR; FERRARO; SOARES, 2015)
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Outro exemplo muito comum e relativamente facil de se reproduzir é o de uma pedra
caindo na superficie de uma piscina. Imaginemos que hd uma rolha de cortica boiando nessa
piscina. A pedra perturbard o meio (dgua) e cada ponto na superficie ird executar um movimento
de sobe e desce, até atingir a rolha. Esta também ird executar um simples movimento na vertical,
permanecendo na mesma posic¢ao ao final da perturbacgdo.

As ondas que necessitam de um meio para se propagarem sao chamadas ondas meca-
nicas. Quando a perturbagdo e a propagacdo acontecem formando um angulo de 90° entre si,
dizemos que as ondas sdo transversais. Portanto, a onda que se propaga na dgua da piscina €
uma onda mecanica transversal.

Uma onda que se propaga em apenas uma dire¢do, como a onda em uma corda por
exemplo, é chamada onda unidimensional. Ondas que se propagam em duas dimensdes, como
aquelas que se formam na dgua da piscina, sao ditas bidimensionais. As ondas que se propagam
em 3 dimensodes, como o som, sdo chamadas ondas tridimensionais.

Nesse trabalho tem-se o interesse de estudar as posi¢des ocupadas pelos pontos de
uma corda esticada, como uma corda de violdo por exemplo, quando uma onda se propaga por
ela. Para tanto, resolverd-se a equagdo da onda unidimensional de forma analitica e numérica.

Porém, antes disso, serd obtido matematicamente o modelo que serd utilizado.

1.2 Obtencao da Equacao da Onda Unidimensional

Considera-se uma corda esticada de comprimento L presa pelas extremidades, como

indicada na figura (1.2)

Figura 1.2: Representacdo da corda esticada presa pelas extremidades

L

Fonte: Elaborada pela autora

Ao ser perturbada, os pontos desta corda irdo ocupar diferentes posi¢des na dire¢ao

vertical. Considere um instante de tempo em que a corda estd vibrando e tomemos um pequeno
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trecho da mesma, entre os pontos z; € 5. como mostra a figura (1.3)

Figura 1.3: Representagao da corda vibrando

y(x2)

y(x1)

T T2

Fonte: Elaborada pela autora

Agora serd feita a decomposicao das for¢as que estdo agindo nesse pedaco

Figura 1.4: Representacao da decomposicao das forgas

Y

Ty A T T2

Fonte: Elaborada pela autora

Estamos considerando nesse pedaco da corda que as tnicas forcas que agem sobre ela
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sdo a tracdo 7} e a tracdo 75.

Os angulos que essas forcas fazem com a horizontal dependem da posi¢ao da corda
naquele espago, como pode ser visto na figura (1.4). Dessa forma, o angulo ¢, depende da
coordenada x5 e o angulo #; depende da coordenada .

Supde-se que o pedaco dessa corda tem uma massa Am e com as forcas de tragdo

especificadas anteriormente, escrevemos:

Am-a, =Y F, = Tycos(0(x2)) — Ty cos(6(x1)) (1.1)

A equacdo (1.1) nada mais é que o Principio Fundamental da Dinamica (Segunda Lei
de Newton) para as forcas que agem na horizontal.

Analogamente, para as for¢cas que agem na vertical, t€ém-se:

Am - a, = Z F, =Tysen (0(x3)) — Ty sen (0(z1)) (1.2)

Antes de continuar com as equagdes (1.1) e (1.2), recordemos um importante conceito
que serd utilizado:

Segundo (STEWART, 2016), ’se uma funcdo f tiver uma expansao em série de poténcias
em 1z, entdo ela deve ser da seguinte forma:”

£ (1
fla)y=>Y" n(! )(x — )" (1.3)

n=0

-

Essa expressao mostrada em (1.3) é chamada série de Taylor da fun¢do f em torno de

xo. Quando zy = 0, a expressao fica reduzida a

. f(n)
) =37 fo)x" (1.4)
n=0 ’

n

e é chamada Série de Maclaurin.

Voltando as equagdes (1.1) e (1.2), considerando que a deflexdo na corda € muito
pequena, o que significa que # é um angulo muito préximo de zero. Dessa forma, utilizando o
resultado mostrado em (1.4) para escrever as fungdes trigonométricas t€m-se:

6 0

0=0— — 4+ — — ...
sen 6+120
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ER &
f=1——+—— ..
cos 5 + 21

Dessa forma, pode-se notar que, na expressao que permite calcular o sen 6, as poténcias
com expoentes > 3 podem ser desconsideradas, uma vez que seus valores estdo proximos de
zero. O mesmo pode ser feito para as poténcias com expoentes > 2 na expressao que calcula
cos 6.

Assim, terd-se pela expansdo de Maclaurin as seguintes aproximacoes

send = 0

cosf =1

Uma consequéncia disso serd que tan 6 = 6. Tais aproximacdes podem ser usadas
para pequenas oscilagdes na corda.
Uma considerac¢do importante aqui € dizer que a corda nao oscila na horizontal, ou seja,

cada ponto da mesma executa apenas um movimento de sobe e desce. Isso permite escrever:

Ve=0=a,=0 (1.5)

Essa condi¢ao da velocidade em x ser zero implica que a aceleracdo na corda vai ser
igual a zero. Tendo uma implicagdo também na Segunda Lei de Newton, porque se Am-a, = 0

tém-se em x a seguinte expressao:

T cos(0(xs)) — T cos(f(x1)) =~ 0 (1.6)

Sendo possivel usar as aproximacdes de pequenas oscilacdes, tém-se que cosf = 1

entao:

Ty— T, =0 (1.7)

Logo,

T,=T,=T (1.8)
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Feito isso, pode-se comecgar a trabalhar com a equacgdo (1.2), de acordo com o que foi
feito nas aproximacgdes de pequenas oscilagdes o seno passard a ser a tangente do angulo 6 que

podera ser substituido da seguinte forma:

Am-a, =Y F,=Ttan(0(ry)) — T tan(0(z:)) (1.9)

Organizando a equacdo, tém-se:

tan(0(xs)) — tan(f(zy)) = ATm -y (1.10)

A aceleracdo em y também pode ser escrita como a derivada segunda da velocidade

em y em relacdo ao tempo, assim:

Am 0%y

tan(f(xo)) — tan(0(z1)) = T

(1.11)

A tangente desse angulo € justamente a taxa de variagao da posicao y com relacdo a «,

assim a tangente vai ser aproximada pela derivada da posicao y da corda

oy _Am oy

Realizando a divisao por (z5 — 1) em ambos os lados da equagdo (1.12) tém-se:
dy

0" "5\ _Am 1 2y
<$2 — 1’1) N (IQ — IIJl) T 8t2

(1.13)

De forma que no primeiro termo da equacdo apareca uma estrutura matematica que

lembra derivada pela defini¢do, representada como:

o) — tim 1) = £ )

=0 (z — o)

(1.14)

Tomando-se o limite de x5 — x1, t€m-se que o lado esquerdo da igualdade da equagao

(1.13) terd a seguinte forma:

(5

Para o lado direito da equacgdo (1.13) ainda tomando o limite de x5 — x1, considera-

se que a massa nao € uma constante, dessa forma o Am podera ser escrito como uma massa
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infinitesimal sobre dz, como serd mostrado a seguir:

d_m()l@
dz VT o

Organizando e unindo o lado esquerdo e direito chegaremos a seguinte equagao:

]
92 @) = 7(0) - 55

Como foi tomado um ponto x; geral, a equacdo vale para qualquer . Da mesma forma
também vale para qualquer ¢, com isso a equagao ficard da seguinte forma:
Py p Py

022 T o

|'T
A velocidade de propagaciao de uma onda numa corda € dada por v = ,/— e nessa
I
equacdo tém-se que 1’ € a tracdo da corda e 1 € a densidade linear da corda, assim pode-se fazer
a substituicdo de % pela velocidade, como sera feito a seguir:
Py 1 0%

ZJ Z 7 1.1
oxr?2 v 0Ot2 0 (1.15)

1
A equagdo (1.15) representada acima € a equagdo da onda. Escrevendo — como c?a
v

equagao terd o seguinte formato:

Py, Oy

Dessa maneira, tém-se a equacao diferencial que descreve o deslocamento de qualquer

ponto da corda, em fungdo de (z,t).



Capitulo 2
Solucao Analitica da Equacao

No capitulo 1 construiu-se o0 modelo matematico que serd utilizado neste trabalho. Tal
modelo permite calcular o deslocamento vertical y(x,t) de uma corda vibrante, cujo compri-

mento € L. Isso d4 condi¢do de resolver a equagdo (1.16).

2.1 Equacoes de Derivadas Parciais Lineares

A equagdo a ser resolvida, de acordo com (ZILL, 2001) é de segunda ordem, linear e

homogénea. Sua solucdo é um conjunto de fungdes que satisfazem aquela igualdade.

2.1.1 Separacao de Variaveis

Segundo (ZILL, 2001), o método de separacdo das varidveis recebe esse nome por
procurar solucdo particular para uma EDP na forma do produto de duas fun¢gdes em que cada

uma delas s6 dependa de uma varidvel, da seguinte forma:

u(r,y) = F(z).G(y)

E importante ressaltar que nem todas as Equagdes Diferenciais Parciais podem ser
resolvidas por esse método. A Equagdo de Onda em uma corda admite solu¢cdo que pode ser

obtida por este método.

Teorema 1 Principio da Superposicdo

Se uy,ug, - -+, u, sdo solugcoes de uma equagdo de derivadas parciais linear homogénea, entdo

10
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a combinagdo linear
U = cuy + coug + - - - + cpuy, em que os c; sdo constantese 1 =1,--- |k

também é solugdo.

Nao faz parte de nossos objetivos aqui demonstrar o teorema, porém sua demonstragao
pode ser obtida em (BOYCE; DIPRIMA, 1999, p.91)
Em outras palavras, se obtiver um conjunto infinito de solu¢des, podera escrever uma

outra solu¢cao como uma soma das primeiras, formando uma série infinita.

2.2 Obtendo a solucao para a Equacao da Onda

Assim como foi feito na obten¢do da equacdo da onda, no capitulo anterior, para re-
solvé-la, algumas condi¢des devem ser consideradas. Pensa-se entdo em uma corda de compri-
mento L, presa pelas extremidades e completamente esticada. Sendo assimemz =0ex = L

nao havera oscilagc@o na corda, ou seja:

y(0,1) =0
e
y(L,t) =0
A corda serd puxada em algum ponto e as posi¢des dos demais serdo dadas por y(z,0) =
/().

Considera-se ainda que a corda tem uma distribuicao inicial de velocidades, ou seja,
a velocidade com que cada ponto oscila depende de sua posi¢do no instante de tempo ¢ = 0.
Pode-se chamar essa distribui¢ao de y;(x,0) = g(x).

Impostas tais condi¢des, serd construido um problema de contorno para a equacgdo da

onda:

CQym:ytt, O<zxz<L, t>0 2.1

Condigdes de contorno: y(0,t) = 0ey(L,t) = 0.

Condigdes iniciais: y(z,0) = f(z) (deslocamento inicial) e y;(x,0) = g(x) (velocidade ini-
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cial).
Supde-se agora que a solucdo de (2.1) pode ser obtida pelo método de separacdo de

varidveis. Sendo assim, existe solugdo y(x, t) tal que:
y(x,t) = F(z).G(t)
Como serdo utilizadas as segundas derivadas de y, deve-se calculé-las.

Yo = F'(2).G(t)

y = F(x).G'(1)
yu = F(2).G" (t)

Levando esses resultados em (2.1), tém-se:
AF (2).G(t) = F(z).G (t) (2.2)

Que pode ser organizada assim:

F/l G/l t
(z) G (1) (2.3)
F(x)  .G(t)
A igualdade acima s6 € verdadeira se as razdes forem constantes, ou seja:
F// (x)
=\ 24
Fla) (2.4)
G/l (t)
=A 2.5
2.G(t) 2.5)

O problema agora se resume em resolver as equacgdes (2.4) e (2.5). Tais equagdes

podem ser reescritas da seguinte forma:

1

F(z) = AF(x)=0 (2.6)

11

G (t) — M\P2G(t) =0 (2.7)
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Com a equacdo (2.6) serd construido o seguinte Problema de Valor Inicial:

F'(z) = AF(x) =0
F(0)=0, F(L)=0

(2.8)

2

Para a equacgdo (2.8) serd escrito o seu polindmio caracteristico r* — A = ( e assim sua

solucdo dependerd do valor de A.

Se A=0:

”?=0= r=0

Terd ento a solu¢do F'(x) = ¢; + cox, Aplicando-se as condig¢des F'(0) = 0e F(L) =0terda
seguinte solucao:

F(z)=0

que ndo serd interessante para o trabalho.

SeA>0 (A=a?)

P —a*=0 = r=+a

Tém-se a seguinte solucao:

F(z) = c1e™ + coe™

Quando aplicada a condi¢do F'(0) = 0, verifica-se que ¢c; = —c; e isso permite escre-
ver:
F(z) = ¢ (e* — ™)
inh
Lembrando que e** — e™%* = sz @ Usando a condi¢do F'(L) = 0 e sabendo que sinh alL #

0, ¥V aL, descobre-se que c; = 0. E mais uma vez terd uma solucdo que nao serd interessante,
ou seja:

F(x)=0

SeA <0 (A= —da?

rP4+ad?=0 = r=+ai
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O que d4 a solugao geral:
F(x) = ¢y cos(az) + ¢ sen (ax)
Fazendo = = 0 (condi¢do de contorno), obtera-se que c¢; = 0. Tendo entdo a solucao:
F(z) = ey senax
Para x = L (condi¢ao de contorno), t€m-se:
cosenal =0

Como ndo tem-se interesse na solucdo nula, podera escrever:

senal =0 — alL =nnw

n=1273,---
Logo, a solugdo do PVI (2.8) sera:

F(z) = cysen (_mLT:c>’ n=1,2---

Ou ainda:

Fo(x) = C, sen (?) n=12,- (2.9)

Deve-se agora resolver (2.7). Usando um processo andlogo, partird-se direto a solu¢ao

que interessa. O polindmio caracteristico sera:

=X =0 (2.10)
2
Mas, anteriormente, viu-se que a = % e\ = —c% Logo A\ = — <%> ,n =

1,2, ---. Substituindo em (2.10), tém-se:

2
7“2:—(”%) =12 = r:i?z‘
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Esse resultado permite escrever a seguinte solucao:
G(t) = ¢y cos (%t) + cosen <?t> (2.11)

Ou ainda:

G(t) = A, cos (%t) + B, sen (%t)n —1,2,... 2.12)

Com os resultados obtidos em (2.9) e (2.12), estara-se apto a escrever a solucao geral

da equacdo:

y(z,t) = [C’n sen (?)} [An cos (?t) + B,, sen (%tﬂ (2.13)

Fazendo algumas substitui¢cdes nos coeficientes, t€m-se:

y(x,t) = [sen (?)] [an cos (%t) + b, sen (nTmtﬂ n=12- - (2.14)

Usando o principio da superposicao citado no teorema (1), pode-se construir a seguinte

solugdo:

y(x,t) = i [an coS (nTmt> + b, sen (nTmtﬂ [sen <?>] (2.15)

n=1
Utilizando agora as condigdes iniciais y(x,0) = f(z) e y.(z,0) = g(x).
Primeira condicao:

y(e,0) = f(z)

flx) = i a, sen (?) (2.16)
n=1

O resultado obtido em (2.16) permite determinar o valor de a,,. Segundo (ZILL, 2001,

p.260), esse coeficiente pode ser escrito como:

a, = %/OL f(z)sen (%x)dx

De forma anéloga, serd possivel chegar ao valor de b,,. Para tanto, serd necessario
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derivar (2.15) e substituir o ¢ por zero. Chegando a:

o L
b, = pl) g(x) sen (?)dz‘

Reunindo o resultado obtido em

y(x,t) = i [an cos (nTmt> + b, sen (nTmt)} [sen (?)] (2.17)

n=1

com os coeficientes

a, = %/OL f(z)sen <n%x)dx

b, = 2 Lg(x) sen (?)daz

nmwe Jo

chegando a solugdo particular da equagao

2.3 Resolvendo um Exemplo

Para ilustrar o que foi feito até aqui, serd utilizado o seguinte exemplo:
Uma corda com coeficiente ¢ = 1m~2/s72 € esticada entre os pontos z = 0 e x = T.
O deslocamento inicial da corda € dado pelo grafico mostrado na figura (2.1) e sua distribui¢cdo

inicial de velocidade € nula (VALADA, 2015).
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Figura 2.1: Representacdo do deslocamento inicial da corda

. i
bt

Fonte: (VALADA, 2015)

Uma vez que se conhece a solugdo particular para o problema, sé terd o trabalho de
calcular os coeficientes e escrever sua solu¢do. Como a distribui¢@o inicial de velocidade € nula,
g(x) = 0, consequentemente b, = 0.

Calculo de a,,:

Pela figura podemos escrever que L = .

a, = %/OW f(z)sen (nz)dx

A fungdo f pode ser obtida pelo gréfico. Pode-se observar que f(0) = 0, f(w) = 0
e f(m/2) = m. Visto ainda que a fung@o é definida por duas sentencas formadas por funcdes

lineares. Sendo assim, com um pouco de dlgebra, chegara-se a seguinte funcao:

2x se O§x<g
f(z) =

—2x + 27 se ggxgw

Agora deve-se multiplicar essa funcdo por sen nx e integrar entre O e 7. Por se tratar de

uma funcdo definida por duas sentengas, a integracao deve ser feita separadamente. Na primeira



2.3 Resolvendo um Exemplo 18

sentenca a integracdo sera feita de 0 a 7/2 e na segunda, de 77/2 a 7. Em seguida, somando
esses resultados e multiplicando por 2/7. O resultado obtido é apresentado a seguir:

o, = 3 (3)

(2.18)

n?
Substituindo esse valor na equacdo (2.15) e lembrando que L = 7 e ¢ = 1, chegard na

solucdo do problema proposto.

y(z,t) = i [% sen <n77r> . COS (nt)] .sen (nx) (2.19)

Observando que em (2.19), y é uma fun¢ado da posicao x e do instante de tempo ¢. Isso
significa que a corda executa um movimento oscilatério que depende da posi¢do e do instante
de tempo. Em outras palavras, quando fixa-se ¢, terd uma configuracio de todos os pontos da
corda naquele instante ao longo do eixo horizontal. Se fixar x, encontramos como aquele ponto
varia ao longo do tempo.

No capitulo seguinte serd apresentado um método numérico para resolver este pro-

blema, com o intuito de comparar sua solu¢do com aquela obtida em (2.19).



Capitulo 3

Meétodo Numeérico

Neste capitulo serd apresentado o método numérico que serd utilizado, o método das

Diferencas Finitas.

3.1 Método das Diferencas Finitas

Segundo (FRANCO, 2012) o método das diferencas finitas busca discretizar o dominio
e substituir as derivadas presentes na equacao diferencial por aproximacgdes que envolvem so-
mente valores numéricos da funcdo. Discretizar um dominio significa substituir cada derivada

do problema, por uma aproximacdo que converge para o valor da derivada.

3.1.1 Derivadas Numéricas

Antes de apresentar a discretizacdo da equacdo a ser resolvida, é necessario que se
conheca o conceito de derivada numérica.

Seja f uma funcdo continua e suficientemente derivavel em um intervalo /. Considere
ainda z; € I. Segundo (GUIDORIZZI, 2008) chama-se expansdo em série de Taylor para f em
torno de x; a seguinte expressao:

f(n) ()

n!

f ()
21

f@) = flo) + f (x)(x — z3) + (x— )+ + (x — ;)" 3.1

Seja f uma funcio conhecida por meio de um conjunto de pontos discretos no intervalo

I de tal modo que z;,; —x; = Az. Na figura a seguir temos a representag@o de 3 desses pontos.

19
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Figura 3.1: Representacdo do dominio discreto da fungdo f

Li-1 T Lit+1

0 O O
x— Azx T T+ Azx

Fonte: Elaborado pela autora

Apropriando da expansao de Taylor para f, pode-se escrever a derivada em z; da se-

guinte forma:

f/ () = f(xiﬂ)A; f ()

(3.2)

Como utilizamos o termo posterior a z; para a aproximagao, chamamos tal resultado
aproximacdo da derivada por diferenca adiantada. Poderiamos ainda aproximar a derivada de
primeira ordem assim:

! f(z:) = f(@im1)

f i) = Ar (3.3)

O resultado obtido em (3.3) € chamado de diferenca atrasada para o calculo da aproximagao

da primeira derivada. Ao adicionar (3.2) com (3.3), chega-se ao seguinte resultado:

f(@ig1) — f(xs) i fxi) — fziq)

2f (2:) = Az Az

Ou ainda:

Finalmente:
' _ f(@ir1) = fziza)
J i) = 2Ax

(3.4)

Para a derivada de segunda ordem mais uma vez serd usada uma aproximagao para f

em torno de x; no polindmio de Taylor.

f(@in) = fl@) + f (w:) Az + %(A@Q + (3.5)

Lembrando que Ax = z;,1 — x;.
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Isolando-se o termo que contém a segunda derivada:

f ()
21

(Az)? = f(zi1) — f(z:) — [ (@) A — - =

= [ (z:) = ! 2f (zig1) — 2f (;) — 2f (z5) Az | +

(Az)?
ey
n!
O que nos permite escrever:
() ~ (Alw 2 (2i01) — 2f (1) — 2f (i) A (3.6)

O resultado descrito em (3.6) € uma aproximacao em diferenca avancada da segunda
derivada em f(z;).
Podemos fazer um processo andlogo para a segunda derivada, utilizando o termo ante-
rior a f(z;), e chegar em:
[ (@)

flaia) = fx) = f (@) Az + T(Afﬂ)z - (3.7)

Organizando o resultado de (3.7) e isolando o termo que contém a segunda derivada:

" 1

2f (1) — 2f (1) + 2 f/(xi)Ax] (3.8)

O resultado obtido em (3.8) € a aproximacgdo em diferenca atrasada da segunda deri-

vada em f(x;). Adicionando-se (3.6) e (3.8), chegamos ao seguinte resultado:

" 1
2f (z;) = (Ax) 2f(zi1) — 4f (2:) + 2 (zi41)]
Finalmente:
1" 1
f(zi) =~ TNSE [f(zio1) = 2f (@) + f(2i41)] (3.9)

O resultado obtido em (3.9) € a aproximagdo para a derivada de segunda ordem em
diferengas centradas.

Ao aproximar as derivadas, um erro é cometido. E possivel se obter uma expressao
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para o erro utilizando (3.1). Pode-se entdo chegar ao seguinte resultado:

n f(2k—1) T
E(z)=2.) R _(1)!>

k=3

(Az)*-D (3.10)

A seguir serd feita a discretizagdo da equagdo, com base no que foi discutido até aqui.

3.2 Discretizacao da Equacao da Onda
Considerando a equagdo dada por

Py, %y

722 € ~w:o (3.11)
que € conhecida como Equacdo da Onda Unidimensional. Ser4 feita a discretizacdo do dominio,
que € continuo e dessa forma, ao invés de se resolver uma Equacdo Diferencial Parcial, serdo
resolvidas equagdes lineares.

Primeiramente serd feita a substituicdo de cada derivada presente em (3.11) por sua

respectiva aproximacdo numérica. Lembrando que da definicdo de derivada parcial pode-se

escrever:

" (3.12)

Py ylxa,t) — 2y(x1,t) + y(wo, 1)
dx2 (Az)?

(3.13)

sendo Azx = x;11 — x;.
A figura a seguir mostra uma representacdo do dominio discreto que serd utilizado para

obtencdo das equacdes de diferencas finitas.

Figura 3.2: Representagao do dominio discreto

-t .l..'iff -

@ @ @ @ @ @ °

0 1 2 i —1 2 t+1 N

Fonte: Elaborado pela autora

Dessa forma, a equacdo (3.13) podera ser reescrita assim:
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Py Yt — 298 + i
Ox? (Ax)?

(3.14)

em que o sobrescrito n passard a representar o instante de tempo. O subescrito ¢ indicara a
posi¢do. Como a derivada € em relagdo a z, ndo ha variacio para n.

Analogamente a derivada temporal pode ser escrita da seguinte maneira:

Py oyt =2 4y

A 3.15
ot? (At)? (315)
A equacdo (3.11) serd substituida por:
no_ 9.n n ntl _ 9,n n—1
y7,+1 Y; + Yi1 . 02 Y; Y; + Y; =0 (316)

(Az)? (At)?

Ao utilizar as aproximagdes descritas anteriormente em que as derivadas foram subs-
tituidas por derivadas numéricas, a equagao diferencial que modela esse problema sera trans-
formada em uma equacao algébrica.

Organizando os termos em (3.16) serd obtida a seguinte equagao:

2 A 42
it =, — 207 + i) (%) + 2y — (3.17)
O resultado mostrado em (3.17) é chamado Formulacao Explicita pois o termo des-

conhecido é o deslocamento y na posi¢ao ¢ no instante de tempo n + 1. Deixando essa forma

QAtQ
simplificada pode-se fazer o termo (C ) =\

Az?

yit = (- 20 )N + 29—y (3.18)

Ao se fixar um instante de tempo n, € possivel calcular y em cada ponto da malha. A
figura a seguir é conhecida como molécula de calculo computacional e ilustra graficamente a

equacao (3.18).
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Figura 3.3: Molécula de Calculo Computacional

e n+1
0

0 t — 1 i t + 1 N

Fonte: Elaborado pela autora

Para inicializar o método, serd assumido que y/~' = y, lembrando que 3 é dado
pela condi¢do inicial do problema. Cabe ressaltar ainda que yg e yj s@o as condi¢Oes de con-
torno, nesse caso, do tipo Dirichlet. De acordo com (FRANCO, 2012), problemas em que os
valores no contorno do dominio sdo constantes, como o que estamos resolvendo, sao chamados
Problemas de Dirichlet.

A seguir serd apresentada a implementacdo do método numérico, bem como os resul-

tados obtidos.

3.3 Implementacao do Método Numérico

A equacgdo (3.18) foi implementada no Octave, que € um software livre e de cédigo
aberto (OCTAVE, 2020). Foi utilizado uma malha espacial com 1000 pontos. Como o intervalo
de solugdo tem amplitude 7, tém-se que Az = 0.003, aproximadamente. Lembrando que Az €
a distincia entre dois pontos consecutivos da malha espacial.

Para o passo de tempo At utilizamos o valor 0.0003, aproximadamente pois, para ga-
rantir a convergéncia do método, verificou-se que era necessdrio estabelecer a seguinte relagdo:

AL

Az < 1. (3.19)
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em que cAt/Ax é conhecido como nimero de Courant-Friedrichs-Lewy, ou condi¢do CFL.
Segundo (FORTUNA, 2000) apud (MORAES, 2019), para que o método apresente estabilidade
€ necessdrio que

At < —.
c

Como ¢ = 1, a condi¢do mostrada em (3.19) foi satisfeita para os valores de Ax e At

citados anteriormente.

3.3.1 Simulacoes

A solu¢@o numérica da equacdo da onda foi obtida para diferentes instantes de tempo
e comparada com a solugao analitica. Na figura (3.4) t€ém-se a representacao das solucdes para

osinstantest = 0.2s,t =0.6s,t =1.4s,t=18s,t =2.6set=3.0s
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y(m)s}

Deslocamento Vertical
(=]

y(m) s

Deslocamento Vertical
(=]

Figura 3.4: Representacao das solu¢des numéricas e analiticas

—— Solugao Analitica
—— Solugao Numérica

0.5 1 15 2 25 3
¥ x(m)
(a) Simulacdo no instante t = 0.2 s

—— Solugao Analitica
—— Solugao Numérica

y(m) s}

Deslocamento Vertical
(=]

05 1 15 2 25 3
X x(m)

(c) Simulagdo no instante t = 1.4 s

—— Solugao Analitica
— Solugao Numérica

05 1 15 2 2.5 3
X x(m)
(e) Simulacdo no instante t = 2.6 s

y(m) st

Deslocamento Vertical
(=]

—— Solugado Analitica
—— Solugao Numérica

0 05 1 15 2 25 3
x x(m})

(b) Simulagdo no instante ¢t = 0.6 s

m)s3f
y(m) — Solugao Analitica

— Solugdo Numérica

Deslocamento Vertical
(=]

0 05 1 15 2 25 3
X x(m)

(d) Simulagdo no instante t = 1.8 s

y(mj)af Py
—— Solugao Analitica
— Solugao Numérica

Deslocamento Vertical
(=]

0 0.5 1 1.5 2 25 3
x x(m)

(f) Simulacdo no instante t = 3 s

Fonte: Elaborado pela autora
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E possivel observar que em todos os instantes mostrados na figura, a solu¢ao numérica
e a solugdo analitica estdo praticamente sobrepostas. Com isso pode-se verificar que o método
se comportou bem para aquilo que foi proposto. A seguir serd discutido o erro cometido nas

simulagdes numéricas.

3.3.2 Avaliacao do Erro do Método Numérico

Para avaliar o erro foi utilizada a Norma Euclidiana, que mediu a distancia entre o
vetor solu¢do numérica e o vetor solucao analitica, para cada instante de tempo analisado. De

acordo com (FRANCO, 2012), foi definida a norma do vetor x = (x1, za, -+ , ;) por:

Sendo assim, foi criado o vetor diferenca, definido como:

dlfel’enga = Yanalitico — Ynumérico

Em seguida calculamos a norma do vetor diferenca e o erro percentual. A tabela 3.1

mostra os resultados obtidos para os instantes de tempo utilizados:

Tabela 3.1: Avaliacdo do Erro entre as Solucoes

instantes (s) 0.2 0.6 1.4 1.8 2.6 3.0
erro 0.18590 | 0.15691 | 0.069148 | 0.079951 | 0.16348 | 0.19208
erro percentual (%) 0.1 0.1 0.6 0.5 0.1 0.1

Fonte: Elaborado pela autora

E possivel verificar na tabela (3.1) que o método apresentou um erro percentual pe-
queno, o que demonstra sua eficdcia em resolver o problema proposto.

Para ilustrar o que foi mostrado anteriormente vejamos a figura a seguir. Nela pode-se
observar um diagrama de dispersao em que os valores do eixo x sdo dados pelas componentes
do vetor solucdo analitica e os valores do eixo y sdo as componentes do vetor solucao numérica.
Juntamente com o diagrama foi tracada a reta y = x. Nota-se que os pontos do diagrama estao
muito préoximos da reta, o que significa que a solu¢ao numérica obtida é proxima da solucdo

analitica.
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Figura 3.5: Diagrama de Dispersdo para Avaliacdo do Método
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Fonte: Elaborado pela autora
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Os diagramas mostrados na figura (3.5) sdo para os respectivos instantes de tempo

utilizados na simulagdo (figura (3.4)).

3.3.3 Tempo de Execucao do Cadigo

Para os diferentes instantes de tempo que obteve-se a solucdo da equacdo da onda,
julgou-se necessario alterar também o passo de tempo At. Isto para satisfazer a condigdo des-
crita em (3.19). Percebeu-se assim que, o tempo de execugdo do cédigo aumentou significati-
vamente.

Dessa forma pode-se perceber a necessidade de utilizar uma funcao que calculasse esse

tempo de execucdo. Os valores obtidos estdo na tabela a seguir.

Tabela 3.2: Avaliagdo do Tempo de Execugdo em cada Instante
instantes (s) 02 | 06 | 14 | 1.8 | 2.6 | 3.0
tempo de execugdo (min) | 10,9 | 13,3 | 20,9 | 23,7 | 31,6 | 45

Fonte: Elaborado pela autora

Como o erro percentual calculado foi pequeno e a solucdo obtida foi consideravelmente
boa quando comparada a solu¢do analitica, ndo viu-se necessidade de aumentar o ndmero de
pontos da malha computacional, o que tornaria o tempo de execu¢do do codigo ainda maior.
Lembrando ainda que, uma malha mais refinada iria aumentar o nimero de varidveis na equagao
(3.18), bem como o total de passos de tempo, tornando o cédigo mais lento.

No préximo capitulo serdo feitas as consideragdes finais deste trabalho.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

As Equacdes Diferenciais Parciais aparecem com muita frequéncia em problemas que
modelam matematicamente fendmenos da natureza. Resolver tais equacdes por processos
analiticos €, muitas vezes, uma tarefa laboriosa.

Sabendo disso, essa pesquisa se propOs a verificar a eficiéncia de um método numérico
na obten¢do da solucdo da equagdo da onda unidimensional. Escolheu-se o método das dife-
rengas finitas, com a formulacdo explicita, implementado computacionalmente pelo software
Octave.

A equacdo escolhida tem solucdo analitica conhecida, o que possibilitou uma com-
paracdo das solugdes. Por meio dos graficos apresentados na figura (3.4), verificamos que as
solugdes ficaram muito proximas, para todos os instantes de tempo analisados. Isso nos permite
considerar que o método implementado, para esta equacao, mostrou resultados satisfatorios.

Os resultados apresentados na tabela (3.1) servem para corroborar o que foi afirmado
no paragrafo anterior: os erros calculados para avaliar o método foram pequenos o que mais
uma vez demonstra boa estabilidade do mesmo.

Depois de avaliar os resultados obtidos e o tempo de execu¢do do codigo, podemos
dizer que a pesquisa conseguiu cumprir seu objetivo principal, que era resolver numericamente
a equacao da onda. Sugere-se que seja dada continuidade ao trabalho uma vez que hd outras

formulacdes que podem ser utilizadas com 0 mesmo objetivo.
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