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RESUMO

A Teoria dos Grafos constitui uma importante area da Matematica Discreta, oferecendo
ferramentas para modelar e analisar sistemas formados por elementos interconectados. Entre
os diversos problemas estudados nesse contexto, destacam-se aqueles relacionados a
centralidade, cujo objetivo consiste em identificar vértices estrategicamente posicionados em
uma rede. Este trabalho apresenta um estudo bibliografico sobre trés importantes conceitos
de centralidade em grafos: centro, centroide e mediana. Inicialmente, s&o revisados conceitos
fundamentais, que servem de base para a compreensdo dos problemas estudados. Em
seguida, sdo discutidas as propriedades de cada um dos conceitos fazendo uma comparagao
entre eles, exemplificando o uso destes com exemplos reais.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos; Centralidade; Centro; Centroide; Mediana; p-Medianas;
Localizagao de Instalacdes.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contextualizagao

A Teoria dos Grafos constitui um dos ramos mais importantes da Matematica Discreta
e da Ciéncia da Computagao, oferecendo ferramentas para modelar e analisar sistemas
compostos por elementos interconectados. Redes de transporte, sistemas de comunicacgéio,
redes sociais, circuitos elétricos, estruturas moleculares e sistemas logisticos sdo apenas
alguns exemplos de aplicagdes que podem ser representadas por grafos.

Dentre os diversos problemas estudados nessa area, a identificacdo de vértices
estrategicamente posicionados ocupa papel de destaque. Em muitas situagbes praticas,
deseja-se localizar pontos capazes de otimizar a operagdo de uma rede, reduzindo tempos
de deslocamento, equilibrando estruturas ou minimizando custos de atendimento. Essas
questbes conduzem ao estudo da centralidade em grafos.

A centralidade pode ser interpretada sob diferentes perspectivas. O conceito de centro
esta associado a minimizagao da maior distancia entre um vértice e os demais elementos da
rede. O centroide, por sua vez, esta relacionado ao balanceamento estrutural da rede,
buscando vértices cuja remogao produza componentes tao equilibradas quanto possivel. Ja
a mediana fundamenta-se na minimizagdo da soma das distancias, tornando-se
particularmente relevante em problemas de localizacdo de instalagbes e planejamento
logistico.

Além do interesse tedrico, esses conceitos possuem aplicagcdes em diversas areas do
conhecimento. Problemas envolvendo localizagdo de hospitais, escolas, postos de coleta
seletiva, centros de distribuicdo, unidades de atendimento médico e instalagdes de
infraestrutura podem ser modelados por meio de grafos e resolvidos utilizando técnicas
baseadas em centralidade. Em particular, a generalizacdo da mediana para multiplas
instalacbes conduz ao classico Problema das p-Medianas, amplamente estudado em
Pesquisa Operacional, Logistica e Engenharia de Transportes.

Nesse contexto, este trabalho apresenta um estudo tedrico e bibliografico sobre
medidas de centralidade em grafos, com énfase nos conceitos de centro, centroide e
mediana, destacando suas propriedades matematicas, relagdes estruturais, aplicagoes e
aspectos computacionais.

1.2 Problema de Pesquisa

A nocgéao de centralidade em grafos pode ser definida a partir de diferentes critérios de
otimizacdo, conduzindo a conceitos distintos como centro, centroide e mediana. Embora
todos busquem identificar vértices estrategicamente posicionados em uma rede, cada um
deles enfatiza aspectos diferentes da estrutura do grafo, tais como distancias maximas,
balanceamento estrutural ou minimizagéo do custo total de deslocamento.

Diante disso, surge a seguinte questao de pesquisa:

Como os conceitos de centro, centroide e mediana se relacionam do ponto de vista
matematico, estrutural e computacional, e de que forma essas medidas podem ser utilizadas
na modelagem de problemas reais de localizagdo e planejamento em redes?



1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

Estudar os conceitos de centro, centroide e mediana em grafos, analisando suas
propriedades matematicas, interpretagdes estruturais, aplicagées e aspectos computacionais
associados a problemas de localizagdo em redes.

1.3.2 Objetivos Especificos

« Revisar os conceitos fundamentais de Teoria dos Grafos relacionados a distancia,
excentricidade, raio e diametro;

- Apresentar e discutir a teoria do centro em grafos, com énfase em arvores e grafos
CONEXos;

- Estudar o conceito de centroide e suas propriedades estruturais;

- Definir formalmente a mediana em grafos e sua relagcdo com medidas de centralidade
baseadas em distancias;

« Comparar os conceitos de centro, centroide e mediana, destacando semelhancas e
diferencgas;

- Investigar aplicagdes dessas medidas de centralidade em problemas de localizagao
de instalagdes e planejamento de redes.

1.4 Justificativa

O estudo da centralidade em grafos possui relevancia tanto do ponto de vista tedrico
quanto aplicado. Sob a perspectiva matematica, os conceitos de centro, centroide e mediana
fornecem diferentes interpretagbes para a nogdo de posigao estratégica em uma rede,
permitindo compreender propriedades estruturais relacionadas a distancias, equilibrio e
otimizagao.

Sob a perspectiva pratica, essas medidas desempenham papel importante em
problemas de localizag&o de instalagdes, planejamento urbano, logistica, transporte, redes de
comunicagao e sistemas de atendimento publico. A determinagao de locais adequados para
hospitais, escolas, centros de distribuicdo e postos de atendimento constitui apenas algumas
das aplicagdes em que tais conceitos podem ser empregados.

Além disso, o estudo das medianas conduz naturalmente ao Problema das p-
Medianas, um dos problemas classicos da Pesquisa Operacional e da otimizacao
combinatoria, cuja relevancia permanece atual devido a sua ampla utilizagdo em sistemas
reais de grande escala.

Dessa forma, o presente trabalho justifica-se pela importancia teérica dos conceitos
estudados e por sua aplicabilidade em diversos contextos cientificos, tecnoldgicos e sociais.

1.5 Estrutura do Trabalho

Este trabalho estd organizado em quatro capitulos. O Capitulo 1 apresenta a
contextualizagado do tema, o problema de pesquisa, os objetivos e a justificativa do estudo.
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O Capitulo 2 reune a fundamentagao tedrica necessaria para o desenvolvimento do
trabalho, abordando conceitos basicos da Teoria dos Grafos, bem como as definicdes e
propriedades de centro, centroide e mediana.

O Capitulo 3 apresenta uma comparacao entre os trés conceitos estudados.

Por fim, o Capitulo 4 apresenta as consideracgdes finais do trabalho, sintetizando os
principais pontos discutidos ao longo da pesquisa e sugerindo perspectivas para estudos
futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Conceitos Basicos

Um grafo G é uma dupla (V(G), E(G)), em que V(G) é um conjunto finito ndo vazio,
cujos elementos sdo denominados vértices, e E(G) é o conjunto de pares de V(G),
denominados arestas. Denota-se a aresta que liga o vértice u ao vértice v por uv. Se existir
a aresta uv, dizemos que o vértice u é adjacente ao vértice v (u ~ v) e que a aresta uv é
incidente a u e a v. Os pares de vértices que formam cada aresta sao as extremidades ou
extremos da aresta. O grau de um vértice € o numero de arestas incidentes a ele.

Os vizinhos de um vértice v, denotado por N(v), sdo todos os vértices adjacentes a v.
Um subgrafo de um grafo G € um grafo H tal que V(H) < V(G) e E(H) € E(G). O subgrafo H
sera um subgrafo induzido se E(H) contiver todas as arestas de G cujos extremos pertencem
a V(H). Uma clique é um subgrafo induzido de um grafo G, tal que cada dois vértices do
subgrafo sdo adjacentes. Por outro lado, um conjunto independente € um subconjunto de
vértices em que nenhum par € adjacente.

Um caminho é um grafo conexo ndo vazio P onde V(P) = { xo, X1, ..., Xx}, E(P) = {Xox1,
X1X2, ..., Xk-1Xx}. Um caminho de n vértices é denotado por P,. O nimero de arestas de um
caminho é o seu comprimento. Um grafo G € dito conexo quando, para qualquer par de
vértices u,v € V(G), existe ao menos um caminho ligando v a v. Um caminho onde E(P) =
{Xox1, X1X2, ..., Xk-1Xk, XiXo} € chamado ciclo. Um ciclo com n arestas é denotado por C,.

Figura 1 - Grafo completo.

Fonte: devtoolsdaily.com

Um grafo G é dito completo quando todos os seus vértices sdo dois a dois adjacentes,
isto €, existe uma aresta entre cada par de vértices (Figura 1). O grafo completo com n vértices
€ denotado por K,, possui n(n—1)/2 arestas e cada um de seus vértices tem grau n—1.
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Figura 2 - Grafo bipartido.

Fonte: devtoolsdaily.com

Um grafo G é bipartido quando seu conjunto de vértices pode ser particionado em
dois conjuntos independentes V; e V,, de modo que toda aresta de G tenha uma extremidade
em V; e a outra em V,. Quando, além disso, todo vértice de V, é adjacente a todo vértice de
V., dizemos que G é bipartido completo, denotado por Kem,ny, €m que m = |V,| € n = |V,
(Figura 2).

Figura 3 — Hipercubo.

Fonte: devtoolsdaily.com

O hipercubo de dimensao n, denotado por Q,, é o grafo cujos vértices correspondem
as 2" sequéncias binarias de comprimento n, sendo dois vértices adjacentes quando suas
sequéncias diferem em exatamente uma coordenada. Assim, Q; € uma unica aresta, Q, é o
ciclo C, e Q; corresponde ao cubo. Cada vértice de Q, tem grau n.
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Figura 4 - Grafo de Petersen.

Fonte: devtoolsdaily.com

O grafo de Petersen é um grafo com 10 vértices e 15 arestas, comumente definido a
partir dos subconjuntos de dois elementos do conjunto {1, 2, 3, 4, 5}: cada vértice representa
um desses subconjuntos, e dois vértices sdo adjacentes quando os subconjuntos
correspondentes sao disjuntos. Trata-se de um grafo no qual todos os vértices tém grau 3,
notavel por aparecer recorrentemente como exemplo — e como contraexemplo — em
diversos resultados da teoria dos grafos, em raz&o de sua alta simetria.

Um grafo G é chamado de regular quando todos os seus vértices tém o mesmo grau.
Se cada vértice tem grau k, dizemos que G é k-regular. Grafos regulares sdo importantes em
teoria dos grafos porque possuem alta simetria estrutural, o que facilita a analise de
propriedades como diametro, centralidade e distribuicao de distancias.

Figura 5 - Grafo com vértice de corte.

Fonte: devtoolsdaily.com

Um vértice v € V(G) € denominado vértice de corte (quando sua remoc¢ao, juntamente
com as arestas a ele incidentes, aumenta o numero de componentes conexas do grafo. Na
figura 5 o vértice 4 € um vértice de corte. Ao se remover 4 teremos duas componentes conexas
(1,2,3) e (5,6,7). Esse conceito relaciona-se diretamente com a nogao de conexidade: em uma
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arvore, por exemplo, todo vértice que nao é folha € um vértice de corte, uma vez que sua
retirada separa o grafo em duas ou mais partes.

Uma arvore é um grafo conexo e aciclico, isto é, que ndo contém ciclos. Arvores
desempenham um papel central no estudo de centro em grafos, pois muitos resultados
estruturais classicos sao primeiro estabelecidos nesse contexto e depois generalizados para
classes mais amplas de grafos.

A distancia entre dois vértices u e v, denotada por d(u, v), € o comprimento (numero
de arestas) do menor caminho entre u e v. Se n&o existe caminho entre u e v, convenciona-
se d(u, v) = =,

A excentricidade de um vértice em um grafo é a maior distancia dentre as distancias
para qualquer outro vértice, e(v) = max{d(u,v): u € V(G)}. Considere o grafo G da Figura 06,
para calcular a excentricidade do vértice 3 verificamos as distancias até todos os outros
vértices. Para os vértices 1, 2, 4, 5 e 7 a distancia é 1, ja para o vértice 6 a distancia é 2
(caminho 3—2—6). Como a maior distancia de 3 para algum outro vértice é 2 a excentricidade
do vértice 3 é igual a 2. De maneira semelhante, os vértices 1 e 2 também possuem
excentricidade 2. O vértice 6, por outro lado, esta mais isolado, apresentando excentricidade
igual a 3 (caminho 6—-2—3—4). A mesma légica se aplica aos vértices 4, 5 e 7, que também
apresentam excentricidade 3.

Figura 6 - Grafo para demonstrar a excentricidade.

Fonte: devtoolsdaily.com

O raio é a menor excentricidade que existe em todo o grafo, denotado por rad(G). Ele
representa a melhor localizagao possivel, o ponto de onde a viagem mais longa € a mais curta
de todas. Os nds com essa caracteristica sdo chamados de nos centrais. No exemplo da
Figura 6 o raio é 2. Por outro lado, o didmetro é a maior excentricidade que existe em todo o
grafo. No exemplo da Figura 6 o didmetro é 3. Em um grafo desconexo, o didmetro e o raio
(e toda excentricidade) sao infinitos, porque a distancia entre vértices em componentes
diferentes ¢ infinita.
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O diametro apresenta comportamento bastante distinto dependendo da classe de
grafos considerada. Em alguns grafos altamente simétricos, o didmetro pode ser determinado
de forma exata por argumentos estruturais. O grafo de Petersen, por exemplo, possui
didmetro igual a 2, pois quaisquer dois vértices ndo adjacentes possuem um vizinho comum.
De maneira semelhante, o hipercubo (Qx) possui didmetro igual a (k), uma vez que a distancia
entre dois vértices corresponde ao numero de coordenadas em que diferem. Ja no ciclo (Cn),
o diametro é dado por [n/2], pois a maior disténcia entre dois vértices ocorre quando estes se
encontram em posi¢des diametralmente opostas ao longo do ciclo. Em todos esses exemplos,
todos os vértices possuem a mesma excentricidade, de modo que o raio coincide com o
didmetro. Em grafos conexos arbitrarios, entretanto, a relagdo entre essas duas grandezas &
descrita pela desigualdade classica rad(G) < diam((G) < 2rad(G), que estabelece que o
didmetro nunca é menor que o raio € nem superior ao dobro deste. Essa relacdo fornece
limites importantes para a analise da estrutura global de uma rede e desempenha papel
fundamental no estudo de centralidade. No caso particular das arvores, a estrutura torna-se
ainda mais simples, pois existe um udnico caminho entre quaisquer dois vértices.
Consequentemente, o didmetro de uma arvore corresponde ao comprimento de seu caminho
mais longo. Entre todas as arvores com (n) vértices, a estrela (K1 -1) possui o menor didmetro
possivel, igual a 2, e raio igual a 1, enquanto o caminho (Pn) possui o maior didmetro possivel,
igual a (n-1), e raio igual a [(n-1)/2]. Esses resultados evidenciam que o didmetro constitui
uma medida global da extensdo de uma rede variando de estruturas altamente centralizadas
de estruturas alongadas e pouco compactas.

Os conceitos de distancia, excentricidade, raio, e didmetro desempenham papel
fundamental na analise estrutural de grafos, pois permitem medir diferentes aspectos da
proximidade entre vértices. A partir dessas medidas surgem diversos conceitos de
centralidade, cada um associado a um critério especifico de otimizagao. Entre eles, destaca-
se inicialmente o conceito de centro, baseado na minimizagao da excentricidade dos vértices
e, consequentemente, da maior distancia até os demais elementos da rede. O estudo do
centro constitui um dos temas classicos da Teoria dos Grafos e serve como ponto de partida
para o desenvolvimento de outras no¢cdes de centralidade, como centroide e mediana, que
serdo abordadas posteriormente.

2.2 Centro em Grafos

Um vértice central de um grafo € um vértice cuja excentricidade é igual ao raio do
grafo, isto €, um vértice que apresenta a menor excentricidade dentre todos os vértices da
rede. O centro de um grafo (G), denotado por (C(G)), € o subgrafo induzido pelo conjunto de
todos os seus vértices centrais. No grafo da Figura 6, os vértices centrais sdo 1,2 e 3. Em
contraste, um vértice periférico é aquele cuja excentricidade é igual ao didmetro do grafo,
no grafo da Figura 06, os vértices 6,4,5 e 7 sao vértices periféricos. O conjunto de todos os
vértices periféricos de um grafo forma sua periferia. Se os vértices centrais representam os
locais mais "centrais", os vértices periféricos sdo os mais "remotos" ou "extremos".

A teoria de centro em grafos dedica-se ao estudo dos vértices centrais e das
propriedades estruturais associadas a centralidade. Sua definicao classica baseia-se no
conceito de excentricidade (e(v) = max{d(u,v): v € V(G)}), os vértices centrais sdo exatamente
aqueles que minimizam essa medida. Sob o ponto de vista computacional, a determinagao
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do centro de um grafo € um problema solucionavel em tempo polinomial, pertencendo,
portanto, a classe (P).

Aimportancia do conceito de centro ultrapassa o interesse puramente tedrico, estando
diretamente relacionada a problemas de localizag&o de instalagdes e planejamento de redes.
Em diversas situacdes praticas deseja-se determinar uma posi¢ao estratégica que minimize
distancias dentro de uma determinada regidao. Por exemplo, ao escolher a localizagdo de um
hospital, de uma base do corpo de bombeiros ou de um centro de atendimento de
emergéncias, busca-se minimizar o maior tempo de resposta entre a instalagao e qualquer
ponto da area atendida. Em outros contextos, como a localizagdo de agéncias bancarias,
centros de distribuicdo, agéncias dos correios ou unidades de prestacao de servicos, o
objetivo pode ser minimizar a distancia total percorrida pelos usuarios. Problemas
semelhantes surgem ainda no planejamento de ferrovias, rodovias, oleodutos e redes de
comunicagao.

Essas aplicagcbes motivaram o desenvolvimento de diferentes conceitos de
centralidade em grafos. O centro, definido a partir da excentricidade minima, representa uma
solugcdo natural para problemas em que se deseja minimizar a maior distancia entre a
instalacao e os usuarios da rede. Dessa forma, o estudo do centro constitui um dos primeiros
e mais importantes problemas de localizagao em Teoria dos Grafos, servindo como base para
o desenvolvimento de outras nogdes de centralidade que serao discutidas posteriormente.

Entretanto, o estudo do centro ndo se limita a simples identificacdo desses vértices. A
teoria contemporanea busca compreender propriedades estruturais mais amplas associadas
a centralidade. Entre as questbes investigadas estéo, por exemplo:

e Como se caracteriza o subgrafo induzido pelos vértices centrais?

e Quais critérios guiam a localizagao étima de instalagdes criticas, como centros
de emergéncia ou unidades de resposta rapida, considerando restricdes de
conectividade e distancia?

Assim, a teoria de centro em grafos abrange nao apenas algoritmos eficientes de
localizacdo do centro, mas também uma analise mais profunda das estruturas e fendbmenos
associados a centralidade dentro de redes complexas.

Um caso particularmente importante € o das arvores. Problemas de centro em arvores
podem ser aplicados a analise de roteamento e localizagdo de servidores em redes
hierarquicas. Para arvores, existe um algoritmo simples e de tempo linear baseado em podas
sucessivas de folhas.
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Figura 7 - Arvore Central.
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Fonte: devtoolsdaily.com

Na Figura 7 (a) temos a arvore T para a qual queremos identificar o centro. A operagao
de poda de uma arvore consiste em remover todas as folhas da arvore (vértices adjacentes a
apenas um vértice) obtendo assim uma nova arvore. A Figura 7 (b) apresenta a arvore T apds
uma primeira poda, apos a remocao dos vértices 1, 5 e 6 (folhas de T). AFigura 7 (c) apresenta
a arvore T apds uma segunda poda, apds a remogao dos vértices 3 e 4, que sado as novas
folnas de T apds a primeira poda. Apds a segunda poda, sobrou apenas o vértice 2. O
processo para aqui, pois nao ha mais o que remover. Portanto, o vértice 2 é o centro da arvore
original.

Para verificar se achamos o centro da arvore, vamos calcular a excentricidade de
todos os nds na arvore original:

e(1) = 3 (a maior distancia € de 1 até 5 ou 6)
e(2) = 2 (a maior distancia é de 2 até 5 ou 6)
e(3) = 2 (a maior distancia € de 3 até 6)
e(4) = 2 (a maior distancia é de 4 até 5)
e(5) = 3 (a maior distancia é de 5 até 1 ou 6)
e(6) = 3 (a maior distancia € de 6 até 1 ou 5)

A menor excentricidade é 2, e o unico vértice com esse valor € o vértice 2, logo 2 € o
centro da arvore.

Uma arvore pode ter um ou dois vértices como centro. Vamos aplicar nosso processo
de poda a uma outra arvore.
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Figura 8 - Arvore Bicentral.
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Fonte: devtoolsdaily.com

Para encontrar o centro da arvore T da Figura 8 (a) iniciamos a poda removendo os
vértices 1, 6, 7 e 8, obtemos assim a nova arvore representada na Figura 8 (b). Seguimos
com a poda removendo os vértices 2 e 5, obtendo a arvore representada na Figura 8 (c).
Apo6s a segunda poda, restaram os nés 3 e 4, que estdo conectados por uma aresta. Ndo
podemos mais podar. Se removéssemos 3 e 4, a arvore ficaria vazia. Portanto, o centro da
arvore é o par de vértices adjacentes {3, 4}.

Vamos confirmar o resultado calculando a excentricidade de cada vértice da arvore original:

e(1) = 5 (a maior distancia é de 1 até 6 ou 8)
e(2) = 4 (a maior distancia é de 2 até 6 ou 8)
e(3) = 3 (a maior distancia é de 3 até 6 ou 8)
e(4) = 3 (a maior distancia € de 4 até 1 ou 7)
e(5) = 4 (a maior distancia € de 5 até 1 ou 7)
e(6) = 5 (a maior distancia é de 6 até 1 ou 7)
e(7) = 5 (a maior distancia é de 7 até 6 ou 8)
e(8) = 5 (a maior distancia é de 8 até 1 ou 7)
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A menor excentricidade encontrada é 3. Os nos que possuem essa excentricidade sao
os nos 3 e 4, formando o centro da arvore T.

Os exemplos das Figuras 7 e 8 sugerem que o centro de uma arvore pode assumir
apenas duas formas: um unico vértice (arvore central) ou dois vértices adjacentes (arvore
bicentral).

O resultado classico a seguir foi demonstrado por Camille Jordan em 1869 e constitui
um dos primeiros resultados estruturais sobre centralidade em arvores.

Teorema 1 (Jordan, 1869): O centro de uma arvore consiste em um unico vértice ou um par
de vértices adjacentes.

A demonstracéo a seguir € baseada na abordagem apresentada por Buckley e Harary
(1990), utilizando o processo iterativo de remocdo das folhas da arvore apresentado
anteriormente.

Prova.

O resultado é imediato para as arvores K; e Ky, pois seus Unicos vértices sao centrais.

Considere agora uma arvore (T) com pelo menos trés vértices e seja (T') a arvore
obtida pela remocéao de todas as folhas (vértices de grau 1) de (T). Mostraremos que (T) e
(T") possuem o mesmo centro.

Seja (v) um vértice de (T'). Como toda arvore possui um unico caminho entre quaisquer
dois vértices, qualquer vértice mais distante de (v) (isto &, qualquer vértice excéntrico de (v))
deve necessariamente ser uma folha da arvore. De fato, se um vértice excéntrico nado fosse
uma folha, seria possivel prolongar o caminho até uma folha ainda mais distante,
contradizendo a maximalidade da distancia.

Ao remover todas as folhas para obter (T'), cada caminho maximo que parte de (v)
perde exatamente sua ultima aresta. Consequentemente, a excentricidade de (v) diminui em
uma unidade: er(v) = er(v) — 1.

Como a mesma reducdo ocorre para todos os vértices remanescentes, a ordem relativa
entre suas excentricidades nao se altera. Portanto, os vértices que possuem excentricidade
minima em (T) continuam sendo exatamente os vértices de excentricidade minima em (T).

Logo, (T) e (T') possuem 0 mesmo centro.

Podemos repetir esse procedimento sucessivamente, removendo todas as folhas da
arvore obtida na etapa anterior. Como (T) possui numero finito de vértices, esse processo
termina apés um nuamero finito de passos.

Ao final restara:
« um Unico vértice, formando a arvore (K1); ou
+ dois vértices adjacentes, formando a arvore (K3).

Como o centro foi preservado em cada etapa do processo, os vértices da arvore final
constituem precisamente o centro da arvore original (T).

Portanto, o centro de uma arvore consiste sempre em um Unico vértice ou em um par
de vértices adjacentes.

[
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Embora as arvores fornegcam um ambiente particularmente simples para o estudo do
centro, muitas redes reais apresentam ciclos e estruturas mais complexas. Surge entédo a
questao de quais propriedades do centro permanecem validas em grafos conexos arbitrarios.

Teorema 2(BUCKLEY, HARARY, 1990): O centro C(G) de um grafo G conexo
qualquer esta dentro de um bloco de G.

Prova

Suponha, por absurdo, que o centro (C(G)) nao esteja contido em um unico bloco.
Entdo existem vértices centrais pertencentes a blocos distintos. Consequentemente, existe
um vértice de corte (v) tal que o grafo (G-v) possui pelo menos duas componentes conexas,
(G1) e (G2), cada uma contendo um vértice central.

Seja u um vértice excéntrico de v, isto € d(v,u) = e(v). Sem perda de generalidade,
suponha que (u) nao pertenga a componente (G1). Considere agora um vértice central (w €
G1). Como todo caminho de (w) para (u) deve passar pelo vértice de corte (v), segue que
d(w,u)=d(w,v)+d(v,u). Como (u) é excéntrico para (v), temos d(v,u)=e(v).

Além disso, como (w) pertence a componente (G1), tem-se d(w,v) >1. Portanto, d(w,u)
> 1+e(v). Mas a excentricidade de (w) € pelo menos a distancia até qualquer vértice do grafo,
em particular até (u). Logo, e(w) > d(w,u) = 1+e(v).

Assim, e(w)>e(v). Isso mostra que (w) ndo pode ser um vértice central, pois existe um
vértice ((v)) com excentricidade estritamente menor. Obtivemos uma contradicdo com a
hipotese de que (w) era central. Portanto, todos os vértices centrais devem pertencer a um
mesmo bloco de (G).

[

O teorema 2 afirma que todos os vértices que formam o centro de um grafo (aqueles
com a menor excentricidade) devem pertencer a um unico "bloco". Um bloco é uma parte do
grafo que ndo pode ser desconectada pela remogdo de um uUnico vértice. O vértice que
conecta blocos € chamado de vértice de corte (ou vértice de articulagao).

Figura 9 - Grafo do Teorema 2

Fonte: devtoolsdaily.com
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Para ilustrar a aplicagéo do Teorema 2, analisa-se o grafo apresentado na Figura 9.
Inicialmente, identifica-se que o vértice C atua como um vértice de corte, particionando a
estrutura em dois blocos distintos (subconjuntos maximais): V1 ={A, B, C} e V2 = {C, D, E,
F}. Ao calcular as excentricidades de cada elemento, obtém-se os valores e(A)=3, e(B)=3,
e(C)=2, e(D)=2, e(E)=3 e e(F)=2. Como os vértices C, D e F apresentam a menor
excentricidade, conclui-se que o centro do grafo é composto por C(G) = {C, D, F}. Observa-
se, portanto, que o centro esta inteiramente contido no bloco V2 através do vértice de
articulacao C, o que confirma a premissa do Teorema 2 e fortalece a compreensao pratica do
resultado.

Sendo assim o teorema 2 mostra que os vértices centrais de um grafo ndo podem
estar distribuidos em regides separadas por vértices de corte. Em outras palavras, o centro
de um grafo esta sempre concentrado em uma regido estruturalmente mais robusta da rede,
isto €, em um unico bloco. Esse resultado é particularmente relevante porque revela que a
centralidade ndo depende apenas das distancias entre vértices, mas também da organizacao
estrutural do grafo. Assim, embora o centro seja definido por uma propriedade métrica — a
excentricidade minima — ele também apresenta uma forte restricido topoldgica,
permanecendo contido em uma subestrutura altamente conectada do grafo.

2.2.1 Aplicagdes do Centro em Grafos

O estudo do centro em grafos possui relevancia tanto tedrica quanto pratica. Do ponto
de vista aplicado, o conceito de centro esta diretamente associado a problemas de localizagéo
de instalagdes, nos quais se deseja minimizar a maior distancia entre uma instalacao e os
usuarios de uma rede. Exemplos classicos incluem a localizagdo de hospitais, quartéis de
bombeiros, bases de ambulancias e centros de resposta a emergéncias, onde o objetivo é
garantir que o tempo maximo de atendimento seja 0 menor possivel.

Além dessas aplicagdes tradicionais, medidas de centralidade baseadas em distancias
tém sido empregadas em outras areas do conhecimento. Na quimica matematica, por
exemplo, Randi¢ e colaboradores investigaram a centralidade de vértices em grafos
moleculares, nos quais os vértices representam atomos e as arestas representam ligacoes
quimicas. Nesse contexto, a posigao relativa de um atomo em relagdo ao centro da molécula
pode fornecer informacgdes relevantes sobre propriedades fisico-quimicas, estabilidade e
reatividade molecular (RANDIC, 2001).

Sob a perspectiva tebrica, diversas pesquisas tém buscado compreender
propriedades estruturais associadas ao centro de um grafo. Buckley, Miller e Slater estudaram
o chamado problema de incorporagao de centros, investigando sob quais condi¢des um grafo
dado pode aparecer como centro de um supergrafo conexo. Esse tipo de resultado contribui
para a compreensao da relagdo entre a estrutura global de uma rede e a configuragéo de
seus veértices centrais (BUCKLEY; MILLER; SLATER, 1981).

Outra linha de investigacao relevante esta relacionada ao tamanho do centro. Hu e
Zhan analisaram as possiveis cardinalidades do conjunto de vértices centrais em fungéo da
ordem e do raio do grafo, caracterizando quais valores podem ser assumidos pelo centro e
construindo familias de grafos extremas que realizam tais configuragdes (HU; ZHAN, 2022).

O conceito de centro também motivou o estudo dos chamados grafos autocentrados
e quase autocentrados. Um grafo é autocentrado quando todos os seus vértices possuem a
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mesma excentricidade minima, de modo que todos s&o centrais. Klavzar, Narayankar e
Walikar introduziram a classe dos grafos quase autocentrados, nos quais todos os vértices
sdo centrais, exceto exatamente dois. Os autores investigaram propriedades estruturais
dessa classe e mostraram como grafos arbitrarios podem ser incorporados em grafos quase
autocentrados de raio prescrito (KLAVZAR; NARAYANKAR; WALIKAR, 1999).

Esses resultados evidenciam que a teoria do centro em grafos ultrapassa o problema
classico de determinagdo dos vértices centrais. Atualmente, a area envolve questbes
relacionadas a estrutura do centro, a sua cardinalidade, a problemas de incorporagéo e as
aplicagdes em diferentes contextos cientificos e tecnolégicos, constituindo uma importante
linha de pesquisa dentro da Teoria dos Grafos.

Embora o conceito de centro desempenhe papel fundamental na teoria da
centralidade, ele n&o é a unica forma de caracterizar vértices estrategicamente posicionados
em uma rede. Em muitas aplicagdes, minimizar a maior distdncia ndo € necessariamente o
objetivo mais adequado. Dependendo do contexto, pode ser mais relevante identificar vértices
que promovam um equilibrio estrutural da rede ou que minimizem o custo total de
deslocamento entre seus elementos. Essas diferentes perspectivas deram origem a outras
importantes nog¢des de centralidade, entre as quais se destacam o centroide, os grafos
autocentrados e a mediana. O centroide, em particular, introduz uma visdo complementar a
do centro, pois esta associado ao balanceamento estrutural do grafo e nao apenas as
distancias entre vértices. O estudo dessa nogao amplia a compreensao da centralidade em
redes e estabelece um importante ponte conceitual entre os problemas de localizagao
baseados em excentricidade e aqueles fundamentados na otimizacao de custos globais.

2.3 Centroide em Grafos

Embora o conceito de centro desempenhe papel fundamental na teoria da
centralidade, ele ndo é a unica forma de identificar vértices estrategicamente posicionados
em uma rede. Em determinadas aplicagbes, o interesse ndo esta em minimizar distancias,
mas sim em encontrar vértices que promovam um equilibrio estrutural da rede. Essa
motivagao conduz ao conceito de centroide, introduzido originalmente por Camille Jordan em
seus estudos sobre arvores.

Enquanto o centro é definido a partir da excentricidade dos vértices, o centroide esta
relacionado ao balanceamento da estrutura do grafo. Em arvores, o centroide corresponde
ao vértice cuja remocdo produz componentes conexas tdo equilibradas quanto possivel,
evitando a formagéao de subestruturas excessivamente grandes.

2.3.1 Centroides em Arvores

Seja (T) uma arvore. A remogao de um vértice (v) particiona a arvore em varias
componentes conexas. O peso de (v) é definido como o numero de arestas da maior
componente resultante apds sua remogao.

Um vértice (v) é denominado vértice centroide se possui peso minimo dentre todos os
vértices da arvore. O conjunto de todos os vértices centroides € denominado centroide da
arvore e sera denotado por (Ct(T)).
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Figura 10 - Arvore T para Centroide

Fonte: devtoolsdaily.com

Calculamos o peso para cada n6 nao-terminal (nés que nao sao folhas).

1. Peso(C):
Se removermos C, teremos 3 componentes: {A}, {B} e o resto da arvore
{D,E,F,G,H,I,J}. NUmero de arestas em cada componente: 0 (para A), 0 (para
B), 6 (para o resto). O maior valor € 6. Portanto, Peso(C) = 6.

2. Peso(D):
Se removermos D, teremos 4 componentes: a sub-arvore de C {A,B,C}, o n6
{E}, o n6 {J}, e a sub-arvore de F {F,G,H,I}. NUmero de arestas: 2 (em {A,B,C}),
0 (em {E}), 0 (em {J}), 3 (em {F,G,H,I}). O maior valor é 3. Portanto, Peso(D) =
3.

3. Peso(F):
Se removermos F, teremos 4 componentes: {G}, {H}, {I}, e o resto da arvore
{A,B,C,D,E,J}. Numero de arestas: 0 (em G), 0 (em H), 0 (em 1), 5 (no resto).
O maior valor é 5. Portanto, Peso(F) = 5.

Resumo dos Pesos:

e Peso(C)=6
e Peso(D)=3
e Peso(F)=5

O centroide da arvore € o conjunto de nés com o peso minimo. O peso minimo calculado é
3. C{(T) = {D}
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O n6 D é o n6 centroide porque minimiza o tamanho da maior sub-arvore resultante apds
sua remogéo. Ele é o né mais "central" em termos de balanceamento da "massa" (numero de
arestas/nos) da arvore. Isso exemplifica o Teorema 3 de Jordan, que afirma que o centroide
de uma arvore consiste em um ou dois nés adjacentes. No nosso caso, é apenas um no.

Teorema 3 (Jordan). Toda arvore possui um centroide constituido por um unico vértice
ou por dois vértices adjacentes.

Esse resultado apresenta forte semelhanga com o Teorema 1 de Jordan para centros
de arvores. Entretanto, embora ambas as estruturas possam possuir um ou dois vértices,
centro e centroide sao definidos por critérios distintos € ndo coincidem necessariamente.

Figura 11 - Arvore bicentral para Centroide

Fonte: devtoolsdaily.com

Para exemplificar a ocorréncia de um centroide composto por dois vértices, analisa se
um P4 (Figura 11). Ao testar a remogao isolada dos vértices, 2 ou 5, a estrutura remanescente
resulta em uma unica componente conexa, {3, 4, 5} ou {2, 3, 4}, respectivamente. Por outro
lado, a remogéao do vértice interno 3 gera duas componentes conexas, {2} e {4, 5}, logo peso
de 3 é 1. De maneira analoga, a exclusado de 4 particiona a arvore nos subconjuntos {2, 3} e
{5}, logo peso de 4 também € 1. Como a eliminagcdo de 3 ou de 4 minimiza o tamanho da
maior componente conexa restante, conclui-se que o centroide da estrutura € composto pelo
conjunto {3, 4}.

2.4 Mediana

Na teoria dos grafos e na andlise de redes espaciais, o estudo de centralidade busca
identificar os vértices de maior importancia topoldgica. Enquanto o conceito de "centro" de um
grafo foca na minimizagéo do pior caso (minimizando a distancia maxima ou excentricidade),
o conceito de mediana atua na otimizagéo do caso médio ou do custo total do sistema.

Matematicamente, seja G = (V, E) um grafo conexo, onde V é o conjunto de vértices
e E o conjunto de arestas. A distancia d(u, v) entre dois vértices u e v é definida como o
comprimento do caminho minimo entre eles (ou a soma dos pesos das arestas desse
caminho, em grafos ponderados).

O status (ou peso da distancia total) de um vértice u € V, denotado por s(u), € a soma
das distancias de u para todos os outros vértices do grafo:

s(u) =Xy ev d(u, V)
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A mediana de um grafo G, denotada por M(G), é definida como o subconjunto de
vértices que minimizam a fung¢ao de status s(u). Ou seja, um vértice u pertence a mediana se,
e somente se, o seu somatoério de distancias para o restante da rede for o menor possivel.

Figura 12 - Grafo Mediana.

Fonte: devtoolsdaily.com

Para exemplificar a determinagcao da mediana em um grafo geral, analisa-se o grafo
apresentado na Figura 12. A mediana é definida pelo conjunto de vértices que minimiza o
somatorio das distancias de seus caminhos minimos para todos os demais nés da rede,
métrica denotada por s(u). Ao calcular essas distancias a partir de cada elemento, obtém-se
os seguintes somatdrios: s(1)=16, s(2)=13, s(3)=13, s(4)=11, s(5)=11, s(6)=13, s(7)=13 e
s(8)=16. Nota-se que os vértices 4 e 5 apresentam o menor custo total de alcance na estrutura
(ambos com soma igual a 11), configurando os pontos de maior centralidade em termos de
proximidade global. Conclui-se, portanto, que a mediana do grafo é composta pelo conjunto
M(G) = {4, 5}.

2.4.1 Mediana em Arvores

A identificacdo da mediana ganha contornos analiticos precisos quando o grafo em
questao é restrito a classe das arvores. Um teorema classico, derivado dos estudos de
Camille Jordan (1869) sobre a topologia de arvores, estabelece a base estrutural para esses
vértices:

Teorema 4 (Estrutura da Mediana - Jordan): A mediana de qualquer arvore consiste
sempre em um unico vértice ou em dois vértices que sao adjacentes.
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Figura 13 - Arvore de mediana
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Fonte: devtoolsdaily.com

Se uma arvore possuisse duas medianas nao adjacentes, qualquer vértice localizado
no caminho minimo entre essas duas medianas obrigatoriamente possuiria uma soma de
distancias estritamente menor do que as extremidades, o que entra em contradicdo com a
definicdo de que as extremidades sao as medianas, como mostrado na figura 13.

2.4.2 Aplicagbes da Mediana

Apo6s o desenvolvimento tedrico, torna-se natural investigar como o conceito de
mediana pode ser aplicado em situagdes reais. Diferentemente do centro, que busca
minimizar a maior distdncia entre um vértice e os demais elementos da rede, a mediana
procura minimizar a soma das distancias, tornando-se particularmente adequada para
problemas de localizagao de instalagdes e prestacao de servicos.

Em problemas dessa natureza, uma regiao geografica pode ser modelada por meio
de um grafo (G=(V,E)), no qual os vértices representam locais de demanda ou possiveis locais
de instalag&o, enquanto as arestas representam conexdes entre esses pontos, podendo estar
associadas a distancias, tempos de deslocamento ou custos de transporte.

A determinagdo da mediana permite identificar o vértice que minimiza o custo total de
deslocamento na rede, constituindo uma ferramenta importante para o planejamento de
hospitais, escolas, centros de distribuicdo, postos de coleta seletiva, unidades de atendimento
publico e diversas outras instalagoes.

Embora a mediana determine a melhor localizagdo para uma unica instalagdo, muitos
problemas reais exigem a implantagao simultdnea de multiplas unidades de atendimento.
Nesse contexto surge o Problema das p-Medianas, cujo objetivo consiste em determinar um
conjunto de (p) vértices de uma rede de forma que a soma das distancias entre cada vértice
e a instalagdo mais proxima seja minima.

Enquanto o problema da mediana simples admite algoritmos polinomiais para diversas
classes de grafos, o problema das p-medianas apresenta dificuldade computacional
significativamente maior. O numero de combinagdes possiveis cresce rapidamente com o
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tamanho da rede, tornando inviavel a avaliagdo exaustiva de todas as solugdes para
instancias de grande porte.

Por essa razéo, o problema das p-medianas é classificado como NP-Dificil em grafos
gerais, sendo frequentemente resolvido por meio de algoritmos heuristicos ou
metaheuristicos.

A aplicacao pratica dos conceitos de mediana e p-mediana requer inicialmente a
modelagem do problema real por meio de grafos. Nesse processo, localidades de interesse,
como bairros, cidades ou pontos de demanda, sao representadas por vértices, enquanto ruas,
rodovias ou conexdes logisticas sao representadas por arestas. Dependendo da aplicacgéo,
essas arestas podem receber pesos associados a distancia, ao tempo de deslocamento ou
ao custo de transporte.

Uma vez construida a representagdo em grafo, torna-se necessario determinar uma
estratégia computacional capaz de identificar as melhores localizagdes para as instalagcbes
consideradas. A escolha dessa estratégia depende diretamente do porte e da complexidade
da rede analisada.

Em problemas de pequena escala, algoritmos exatos podem ser empregados para
garantir a obtencao da solugao 6tima. Esses métodos exploram sistematicamente o espacgo
de solugdes e asseguram que a configuracdo encontrada seja a melhor possivel segundo a
funcao objetivo adotada. Entretanto, a medida que o numero de vértices e de possiveis
localizagdes aumenta, o custo computacional desses métodos cresce rapidamente.

Em problemas de grande escala, como redes estaduais ou nacionais de transporte, a
utilizacdo de algoritmos exatos pode tornar-se inviavel devido a explosdo combinatéria
associada ao numero de solugdes possiveis. Nesses casos, torna-se necessario recorrer a
métodos heuristicos e metaheuristicos, capazes de produzir solugcées de elevada qualidade
em tempos computacionais reduzidos.

De modo geral, heuristicas operam por meio de processos iterativos de melhoria, nos
quais solucdes iniciais sdo sucessivamente modificadas na tentativa de reduzir o valor da
fungéo objetivo. Um exemplo classico é o algoritmo de substituigdo, no qual uma instalagéao é
removida de uma determinada localizacdo e transferida para outra posi¢cao da rede. Caso a
alteragao produza uma redugéao no custo total de atendimento, a nova configuragéo é mantida;
caso contrario, outra alternativa é testada.

Essa abordagem tem sido amplamente utilizada em problemas de localizagdo de
instalagdes, permitindo que solugdes proximas da 6tima sejam obtidas mesmo em redes de
grande porte. Dessa forma, a escolha do método de resolucao representa um compromisso
entre precisdo matematica e viabilidade computacional, aspecto fundamental em aplicagdes
reais do problema das p-medianas.

Um exemplo classico de aplicagdo do problema das medianas ocorre na definicdo da
localizagéo de Postos de Entrega Voluntaria (PEVs) para coleta de residuos reciclaveis. Em
estudos realizados na cidade de Passo Fundo (RS), cruzamentos e vias urbanas foram
modelados como grafos, permitindo identificar os locais mais adequados para a instalagéo
dos pontos de coleta. O objetivo consistia em minimizar a distancia percorrida pelos
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moradores até os PEVs, incentivando a participacdo da populagdo em programas de
reciclagem.

Modelos mais avancados incorporaram ainda a existéncia de pontos de coleta
previamente instalados, buscando evitar sobreposi¢do de areas de atendimento e reduzindo
custos de implantagéo.

Outra aplicagcao importante ocorre na definicdo da localizagao de Unidades Basicas
de Saude (UBS). Nesse tipo de problema, os vértices representam bairros ou regides urbanas
e podem receber pesos proporcionais a populacdo ou a demanda por servigcos médicos. O
objetivo consiste em minimizar a distancia total percorrida pelos usuarios até a unidade de
atendimento mais proxima. Além da distancia, modelos mais realistas incorporam restricoes
de capacidade, limitando o numero de pacientes que podem ser atendidos por cada unidade
de saude.

Problemas semelhantes surgem na definicao da localizacao de escolas, universidades
e institutos federais. Em estudos realizados no estado de Santa Catarina, municipios foram
representados como vértices e as rodovias como arestas ponderadas por distancias ou
tempos de viagem. O objetivo consistia em identificar localidades capazes de reduzir o
deslocamento meédio dos estudantes. Devido ao grande numero de municipios e
possibilidades de escolha, métodos heuristicos foram empregados para encontrar solugoes
proximas da 6tima em tempo computacional viavel.

O estudo da mediana em grafos demonstra como conceitos abstratos da Teoria dos
Grafos podem ser empregados na modelagem e solugédo de problemas reais de localizagéo
e planejamento. A representagao de sistemas geograficos, logisticos e urbanos por meio de
grafos permite transformar situagdes complexas em estruturas matematicas passiveis de
analise computacional, possibilitando a identificagdo de locais estrategicamente posicionados
para a instalacao de servigos e equipamentos.

Nesse contexto, a mediana destaca-se como uma importante medida de centralidade,
uma vez que busca minimizar a soma das distancias entre um vértice e os demais elementos
da rede. Essa caracteristica a torna particularmente adequada para aplicagcbes em que o
objetivo é reduzir custos médios de deslocamento ou ampliar a acessibilidade dos usuarios a
determinados servigos. A generalizagdo desse conceito conduz ao Problema das p-Medianas,
no qual se busca determinar multiplas instalagdes capazes de atender uma rede de forma
eficiente.

As aplicagdes apresentadas neste capitulo evidenciam a versatilidade dessa
abordagem. Em sistemas de coleta seletiva, a determinacédo das medianas permite posicionar
pontos de entrega voluntaria de modo a reduzir os deslocamentos da populacdo. Na area da
saude publica, a localizagdo de unidades basicas de saude pode ser otimizada considerando
simultaneamente distancias e demandas populacionais. Em planejamento educacional, a
utilizacdo de modelos de p-medianas auxilia na definicao de locais para implantagdo de
escolas e instituicdbes de ensino, buscando minimizar o deslocamento dos estudantes.

Y

Entretanto, a medida que a dimensao do problema aumenta, especialmente nos
modelos de p-medianas, surge uma significativa dificuldade computacional decorrente do
crescimento combinatério do numero de solugbes possiveis. Essa caracteristica explica a
ampla utilizacdo de métodos heuristicos e metaheuristicos em aplicagdes reais. Em vez de
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procurar exaustivamente a solugdo 6tima, essas abordagens buscam solugcbdes de elevada
qualidade em tempos computacionais viaveis, tornando possivel a analise de redes com
milhares de vértices e multiplas instalacées.

Por fim, observa-se que a integracdo entre modelagem em grafos, algoritmos de
caminhos minimos, técnicas de otimizagcdo e ferramentas computacionais especializadas
constitui um dos principais pilares dos modernos sistemas de apoio a decisdo. Dessa forma,
a teoria da mediana e das p-medianas n&o apenas amplia a compreensdo matematica da
centralidade em grafos, mas também fornece instrumentos concretos para o planejamento de
infraestrutura, a gestdo de recursos publicos e a tomada de decisbes em problemas
complexos de localizagao.

3 COMPARACAO ENTRE CENTRO, CENTROIDE E
MEDIANA EM GRAFOS

O estudo da centralidade em grafos busca identificar vértices que ocupam posi¢des
estratégicas dentro de uma rede. Entretanto, diferentes critérios podem ser utilizados para
definir o que significa ser "central". Dependendo do problema considerado, pode ser desejavel
minimizar a maior distancia até os demais vértices, equilibrar a estrutura da rede ou reduzir o
custo total de deslocamento. Nesse contexto, surgem os conceitos de centro, centroide e
mediana.

Embora esses conceitos sejam frequentemente associados a ideia de centralidade,
cada um deles é fundamentado em uma métrica distinta e conduz a solugbes diferentes para
um mesmo problema. Compreender suas diferencas é fundamental para a correta
modelagem de problemas de localizagao, logistica, transporte e analise de redes.

O centro de um grafo é definido como o conjunto dos vértices que minimizam a
excentricidade. Em outras palavras, um vértice central € aquele cuja maior distancia para os
demais vértices € a menor possivel. Assim, o centro procura minimizar o pior caso de
deslocamento dentro da rede. Esse conceito é especialmente util em problemas nos quais o
tempo maximo de atendimento é o fator mais importante, como a localizacdo de hospitais,
quartéis de bombeiros, centrais de emergéncia e servigos de resgate, problemas nos quais o
objetivo é garantir que nenhum ponto da rede esteja excessivamente distante da instalagdo

escolhida.

O centroide representa um ponto de equilibrio estrutural da rede. Enquanto o centro
esta relacionado as distancias maximas, o centroide esta associado a distribuicao estrutural
dos vértices e ao balanceamento da rede. Problemas de decomposi¢cdo de grafos,
particionamento de redes, processamento distribuido e algoritmos de divisdo e conquista
frequentemente utilizam o conceito de centroide.

A mediana baseia-se na minimizagdo da soma total das distancias. A mediana € o
conjunto dos vértices que minimizam essa quantidade. Diferentemente do centro, que procura
minimizar a pior distancia possivel, a mediana busca minimizar o custo médio ou total de
deslocamento narede. Esse conceito € amplamente empregado em problemas de localizagao
de instalagdes, centros de distribuicdo, unidades de saude, escolas, postos de coleta e
planejamento logistico.
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Apesar de representarem diferentes formas de centralidade, os conceitos de centro,
centroide e mediana podem eventualmente coincidir em determinadas estruturas. Entretanto,
em grafos gerais, ndo ha garantia de que os vértices pertencentes ao centro, ao centroide e
a mediana sejam 0s mesmos.

Figura 14 - Arvore C. C.M. diferente

Centroide = Mediana

Centro

Fonte: devtoolsdaily.com

A Figura 14 apresenta uma topologia em arvore onde os conceitos se manifestam de
forma parcialmente distinta. Pelo Teorema 4, sabe-se que em qualquer arvore o centroide e
a mediana sempre coincidem, o que é visualmente confirmado pela alocagcdo de ambos no
vértice v2, o ponto que minimiza tanto o peso dos ramos quanto o somatorio das distancias.
No entanto, o centro da arvore, responsavel por minimizar a excentricidade maxima, localiza
se no vértice v3. Esse exemplo corrobora que, mesmo em grafos aciclicos conexos, o ponto
de equilibrio estrutural (centroide/mediana) ndo necessariamente é a mesma posigao
geométrica de alcance maximo (centro).
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Figura 15 - Grafo C. C. M diferente

Centroide Centro

Fonte: devtoolsdaily.com

A divergéncia entre as métricas pode ser ilustrado na Figura 15. A introdugéo de ciclos
na topologia elimina a garantia de coincidéncia prevista pelo Teorema de Jordan. Nesse
cenario, observa-se uma separacao completa dos trés papéis: o vértice 3 atua como centroide
(minimizando o peso das componentes remanescentes), o vértice 4 estabelece-se como o
centro (minimizando a excentricidade), e o vértice 5 configura-se como a mediana
(minimizando as distancias globais). Esta estrutura prova empiricamente que, na auséncia de
restricbes topologicas estritas, as trés definicdes de centralidade podem recair sobre vértices
mutuamente exclusivos.

Figura 16 - Arvore C. C.M.

@
@

Centro = Centroide = Mediana

Fonte: devtoolsdaily.com
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Por outro lado, existem condi¢des estruturais especificas que forcam a convergéncia
das trés métricas, sendo a simetria o fator predominante. A Figura 16 demonstra uma arvore
estritamente simétrica em relagdo a um nucleo central. Devido a distribuicdo perfeitamente
balanceada de seus ramos, o vértice ¢ minimiza simultaneamente a excentricidade maxima,
o somatério das distancias e o peso dos subgrafos. Consequentemente, o centro, o centroide
e a mediana colapsam em um unico vértice.

Figura 17 - Grafo C. C. M

Centro = Centroide’= Mediana

Fonte: devtoolsdaily.com

Esse comportamento convergente ndo € exclusividade das arvores, podendo se
manifestar também em grafos com ciclos, desde que haja um elevado grau de simetria radial.
A Figura 17, que exibe uma topologia semelhante a um grafo da amizade (friendship graph),
exemplifica esse caso. A estrutura é formada por tridngulos que compartilham exclusivamente
o vértice c. Devido a essa simetria e a centralizacdo absoluta das adjacéncias, o vértice ¢
concentra todos os trés papéis simultaneamente, demonstrando que a topologia e o
balanceamento do grafo sdo os determinantes finais para a coincidéncia ou divergéncia
dessas propriedades centrais.

Observa-se que cada medida responde a perguntas diferentes:
« O centro responde: "Qual vértice minimiza a pior distancia possivel?"
« O centroide responde: "Qual vértice equilibra melhor a estrutura da rede?"
+ A mediana responde: "Qual vértice minimiza o custo total de deslocamento?"

Portanto, a escolha da medida adequada depende diretamente dos objetivos do problema
estudado.

4 CONCLUSAO

A Teoria dos Grafos oferece um conjunto poderoso de ferramentas para a modelagem
e analise de redes, permitindo representar matematicamente problemas presentes em areas
tdo diversas quanto transporte, logistica, telecomunicagdes, planejamento urbano, saude
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publica e sistemas de distribuicdo. Entre os diversos conceitos desenvolvidos nessa area, as
medidas de centralidade ocupam posicao de destaque por possibilitarem a identificacdo de
vértices estrategicamente posicionados dentro de uma rede.

Neste trabalho foi realizado um estudo bibliografico sobre diferentes abordagens de
centralidade em grafos, com énfase nos conceitos de centro, centroide e mediana.
Inicialmente, foram revisados conceitos fundamentais relacionados a distancia,
excentricidade, raio e didmetro, que constituem a base métrica para a compreensao dos
problemas de localizagdo em redes.

A partir desses fundamentos, foi apresentada a teoria do centro em grafos,
destacando-se resultados classicos como o Teorema de Jordan para arvores e propriedades
estruturais do centro em grafos conexos. Observou-se que o centro esta associado a
minimizacao da distancia maxima entre um vértice e os demais elementos da rede, sendo
particularmente adequado para aplicagdes em que o pior caso deve ser controlado, como em
sistemas de atendimento de emergéncia.

Em seguida, foi estudado o conceito de centroide, que introduz uma perspectiva
estrutural para a centralidade. Diferentemente do centro, o centroide n&o esta diretamente
relacionado as distancias, mas ao balanceamento da estrutura do grafo. Essa abordagem
mostrou que diferentes critérios de centralidade podem conduzir a solugbes distintas para
uma mesma rede, evidenciando a riqueza e a diversidade dos problemas de localizagcdo em
grafos.

O conceito de mediana constituiu o eixo central deste trabalho. Foi mostrado que a
mediana busca minimizar a soma das distancias entre um vértice e os demais elementos da
rede, representando uma medida particularmente adequada para problemas de localizagéo
de instalagdes, nos quais se deseja reduzir custos médios ou totais de deslocamento.

O estudo foi entdo ampliado para o Problema das p-Medianas, uma generalizagéo
natural da mediana para situacbes em que multiplas instalacbes devem ser posicionadas
simultaneamente. Foram analisadas aplicacbes em coleta seletiva de residuos, localizagcéo
de unidades de saude e planejamento de instituicbes de ensino, evidenciando a relevancia
pratica desses modelos para a tomada de decisdo em problemas reais de infraestrutura e
servigos publicos.

Do ponto de vista computacional, verificou-se que a determinacdo de uma Unica
mediana pode ser realizada em tempo polinomial por meio de algoritmos classicos de
caminhos minimo. Entretanto, a generalizagdo para o problema das p-medianas introduz um
crescimento combinatdrio significativo do espaco de solugdes, caracterizando um problema
NP-dificil. Como consequéncia, aplicagbes de grande porte frequentemente exigem a
utilizagao de heuristicas, metaheuristicas e ferramentas especializadas de otimizagéo.

Por fim, conclui-se que os conceitos de centro, centroide e mediana representam
diferentes interpretagées da nogéo de centralidade em redes. Enquanto o centro procura
minimizar a maior distancia, o centroide busca equilibrar a estrutura da rede e a mediana
minimiza o custo total de deslocamento. A compreensdo dessas diferentes perspectivas
contribui para uma visdao mais ampla dos problemas de localizagao em grafos e demonstra
como conceitos matematicos aparentemente abstratos podem fornecer solugbes concretas
para desafios encontrados na sociedade contemporanea.
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Como perspectivas para trabalhos futuros, sugere-se o aprofundamento do estudo de
algoritmos para problemas de localizag&o, a implementagdo computacional de modelos de p-
medianas em redes reais e a investigacdo de outras medidas de centralidade, como
centralidade de intermediacdo, centralidade de autovetor e centralidade de proximidade,
ampliando ainda mais as possibilidades de aplicagdo da Teoria dos Grafos em problemas
praticos.
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